REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET
POPULAIRE

MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE
LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

Université Mohamed Boudiaf de M’sila

Faculté des Mathématiques et de I'Informatique

Université Mohamed Boudiaf - Msila Département de Mathématiques

Meémoire de Master

Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiére : Mathématiques
Option : Analyse fonctionnelle

Théme

Dilatations dans les espaces de Besov

Présenté par:
ZINE HASSAN

Soutenu publiquement le : 03/07/2019.

Devant le jury composé de :

Président : Douadi DRIHEM Prof. Université de M’sila
Encadreur : Madani MOUSSAI Prof. Université de M’sila
Examinateur: Aissa LAKHAL M.A.A. Université de M’sila

Année universitaire 2018 /2019



Remerciements

d@um@hﬁﬂaﬁﬂe&&w@eﬁﬁeqmwmw

Je biems kout d'allonde & nemencien Diew le kout puinsomt:.
ge remencie MES PARENTS ek le proflenseuwn. MOUSSAT dDadami mom emcadnew.
MOes nemenciements went aussi auoc les /,M‘L@@&MMLA DRIMEM Duadi ek LAKHAL
Moisaa ek eanﬂemmt a M" MOHAMED Bemallia poun som side.

eb o bouk ceus qui m'ont aidé.



Dédicaces

A mes chers parents,...
A ma famille,...
A tous mes proches et toutes mes amies, ...

Je dedie ce travail.

il



Résumé

S oit I'application hy f := f(A71(.)), ot A > 0 et f une fonction d’un espace de Banach E de R"

a valeurs dans C. Il s’agit d’estimer la norme de 'opérateur de dilatation i) considéré comme
un endomorphisme de l'espace de Besov B, ,(R"), de Lizorkin-Triebel F}; (R") ou de type de Besov
By (R™).

Mots-Clés : Dilatation, Espace de Besov, Espace de Lizorkin-Triebel, Composition.

et the application hy f := f(A\71(.)), where A > 0 and f a function defined on Banach space E
of R™ with values in C. It is about estimating the norm of the dilation operator /) considered

as an endomorphism of Besov space By  (R"), of Lizorkin-Triebel F; (R") or Besov-type By (R").

Keywords : Dilation, Besov space, Triebel-Lizorkin space, Composition .
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Introduction

I1 s’agit d'une étude dans les espaces de Besov, Triebel-Lizorkin, et de type de Besov .

Nous étudions dans ce travail ’opérateur de dilatation i, défini par b, f(z) = f(Az) et estimer
sa norme .

Le premier chapitre contient les définitions de les espaces de Besov, Triebel-Lizorkin et de
type de Besov, en utilisant les séries de Littlewood-Paley qui se basent sur la décomposition
de l'unité d’une fonction f € S'(R"), contient quelques propriétés qui résultent de ces défini-
tions, et des quassi normes équivalentes.

Nous allons donné la preuve de certaines propositions et inclusions, pour plus de détails nous
référons aux [10, 11] pour les espaces de Besov et Triebel-Lizorkin et a [13] pour 'espace de
type de Besov .

Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons quelques propriétés et nous estimons la norme

de l'opérateur de dilatation %, dans ces espaces (B, ,, F,.--) -

»q?
Dans le troisieme chapitre nous allons étudier 'opérateur de composition défini par
T;(g) := fogavec f : R — R. Nous donnons quelques propriétés, et nous estimons || (f o g)||

d’apres des résultats présidents .



Notation

> C*R") ={feCR"): D*f € C(R"),a € N} }.

> (C(R") désigne l'espace des fonctions continues sur R".
>DR") ={f € C°R"): supp f est compact}.

> S(R") est I'espace de Schwartz et S'(R™) son dual.

> L'espace des distributions tempérées S’(R") est le dual de S(R").

> On définit le produit de convolution de deux fonctions par

fxg(r) = b flz —y)g(y)dy.

> P, : l'espace de tous les polynomes.
> S, (R") Lespace des distributions tempérées modulo les polyndomes.

> Pour 0 < p < oo, on définit les espaces de Lebesgue L,(R") par les f mesurables telles que

£,y = 161 3= ([ 17@)Pae) " < 00510 < p < oo et [, = sup ess (o) < .
Rn TcR"?

> Pour f € L;(R"), on définit la transformée de Fourier de f par

FE) = f(6) = / % (a)de,

n

et la transformée de Fourier inverse de f par

FUN@ =) = o [ &S0

> (,cq,c,c ... désignent des constantes positives.
> Pour 1 < p < oo, on note p’ le nombre réel tel que ]1) + ]% =1 (p' est 'exposant conjugué

de p).
o0 1/q
> (y(N) = {(%’)ieN cC: HaiH%(N) = (;)‘ai’q> <00, 0<g< OO}

> supp [ ={z € R": f(z) # 0}.

vi



CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET PROPRIETES DE ESPACES

S S S
D,q ET vaq ET Bp,q

C e chapitre contient les définitions des espaces de Besov, Triebel-Lizorkin et de type
de Besov, en utilisant les séries de Littlewood-Paley qui se basent sur la décomposi-

tion de I'unité d"une fonction f € S'(R").

Nous allons donné la preuve de certaines propositions et inclusions. Pour plus de détail nous

référons aux [10, 11] pour les espaces de Besov et Triebel-Lizorkin et a [13] pour I'espace de

type de Besov .



1.1. LA DECOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY 9

1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

La décomposition de littlewood-Paley est une technique tres utile dans la définition

des espaces fonctionnels en général, en particulier les espaces de Besov.

1.1.1 Une partition de I'unité

Définition 1.1. (Fonction cut-off) Une fonction p est dite (cut-off) si elle est :p € C°(R"), posi-

tive et radiale sur R", telle que :

p(§) =1 si gl <1
0<pé)<l si 1<lg<?
p(&) =0 si [¢]> 3.

Soit v la fonction définie par : y(z) := p(z) — p(2x). v € D(R"), positive et radial & support

compact dans (R™ \ 0) telle que

> v () =1 ve e R™\ {0} (1.1)
JEZ
et
PO+ (27 =1 VE € R™. (1.2)

La formule (1.1) est appelée une partition homogene de 1'unité.

La fontion v est portée par la couronne § < |z| < 3 (avec suppy € {£ e R": L < [¢| < 3}).

1.1.2 Les séries de Littlewood-Paley

Maintenant on définit les opérateurs de convolution S; : S'(R") — C=(R")

et@; : S'(R") — C>(R") par:

Q;f(w) = FH(y(277))  f(x) Jj=1

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.1. LA DECOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY 10

(C’est-a-dire
F@Q; N =~(279¢).f¢)  ,j=>1

F(Suf) () = p27%¢).f(&) . k>0.

Théoréme 1.1. Pour toute fonction fe S'(R") ona:

F=Sf+ > Qif Vk € N (1.3)

j>k+1

La formule (1.3)) est appelée la série de Littlewood-Paley non homogene de la fonction f.

Pourk=0ona:

F=Sf+> Qif

i>1

En posant )y = Sy on a

f=> Qif (14)

Jj=0

On obtient aussi

k
Sif+ > Qif =Y Qif + > Qif.
0

j>k+1 j= §>k+1

Alors il découle
k
Sef =Y Qif
=0
La série (1.4) converge au sense des distributions tempérées,voir [6]

Remarque 1.1. Pour toutk € N*etj € Nona:

suppF(Q;f) C suppy(277.)
et

suppF (Si.f) C supp p(27F.).

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 11

Soit f € S" et a > 0, on définit les opérateurs maximaux associés aux Q; et S, par :
*,a ’ij(l'—yﬂ *,a |Skf(fl7—y)|
Q" f(x) = sup ——— et Sf(x) = sup ————.
R e I = o)

1.2 Les espaces de Besov
1.2.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 1.2. Soient s € R et p,q € ]0,+00] . L'espace de Besov noté B; (R") est I’ensemble

de toutes les fonctions f € S'(R") telles que || f|| 5. (Rn) < 00, avec
p.q

i

g (e = 1507l + (Z (27 H@jfup)q) <oo.

j>1

Remarque 1.2. Pour tout s € R nous avons

o R’ = (Z 9sj4 (supess \ij(:c)|)q> q vV 0 < g o

>0 zCIR

Q=

i =500 | 27| [1Qi @) da ¥ 0<p<oo

Il ey = supess2 (sup 1Q,1(0)).

reR”™

Proposition 1.1. Les espaces B; (R") sont des quasi-Banach pour 0 < p,q < 1, et des Banach pour

p,q € [1,400].
1.2.2 Cas particuliers
L B),(R") = F),(R") = LP(R"), 1<p<oo.

2. B, (R") = F; (R") (L'espace de Lizorkin-Triebel), 1 <p < cc.

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 12

3. B (R") = F"(R") = W"(R™), m € N*et 1 <p<oo.
Soient p € [1,00[ et m € N*. L'espace de Sobolev IW]"(R") est 'ensemble de toutes
les fonctions f € LP(R") tellesque 0%f € LP(R") pour touta,|a| < m.

L'espace de Sobolev est normé par || f ||W;n @y = 2 10°fll, -

laf<s
4. B, (R") = FJ (R") =W (R"), s>0,s ¢ Net 1 <p<oo.
W3 (R") est L'espace de Slobodeckij .
Soient p € [1,00[ ,s € ]0,00[ non entier et m € N tels que s € Jm, m + 1] .

L’espace de Slobodeckij est I’espace de toutes les fonctions f € W (R") telles que

1
0 f @) - W) )
||fHW;(Rn)=||f|rW;n(Rn)+§:(/R o o e Y| <o
”Lx’ﬂ —_—

jal=m |

5. B3 ,(R") = H3(R") (espace de Bessel).
Soient s € R .L'espace Hj est I’ensemble de toutes les fonctions f € S'(R") telles que

FHA+ (€73 F £(€)(.)] soit une distribution réguliere et

/]

< 0
p

= |77 [+ 1602 21010

6. BT (R") = Z™R"), m € N .Z™(R") désigne I'espace de Zygmund .
Soit m € N* .L'espace Z™(R™) est I’ensemble de toutes les fonctions f € C™ 1(R") telles
que
HfHZm(Rn) < 00 . avec
|8°‘f(x + 2h) — 2faa<q; + h) + aaf(x”

m ny = m—1(pny T MAX SUP SUP = m(mny) -
1115 ey = 1 llom-s gy + mas sup sup 7 11z g

7. B3 o(R") = C*(R"), s >0ets¢N. C°(R")désigne 'espace de Holder .

Soientm € N.et s € jm,m+ 1[. L'espace C*(R") est I'ensemble de toutes les fonctions

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 13

f € C™(R"™) telles que

< Q.

I.f]

Z | f ) f(y)|

1.2.3 Quasi- normes équivalentes

On définit maintenant autres quasi-normes dans 'espace de Besov .

Définition 1.3. Soient f une fonction arbitraire et h € R” . On pose

AT F(@) =30 () (=D f (x4 (m — DR), m=1,2,3, ...

=0
onaAlf(z) = f(z+h) — f(x) et AT f(x) = AL(AR f(2)), m=1,2,3....

Théoreme 1.2. Soient m € N,0 < s <metp,q € [1,00]. Alors
i
B3, (R") = {f e S®):Nfl,+ ([ T ians ) < oo} pour q < oo,

et

/ dh
B (R") = {f e S'(R™) : (|\f||p + sup [B|”° | AT, o TAT > < oo}.
heR™

Dans le sens des quasi-normes équivalentes dans l'espace B,

On peut remplacer / ...dh par /
n |h|<a
171, -

Preuve Voir [10l.

q.4

...dh , pour tout a > 0, car la partie / ...dh est majoreé par

|z|>a

Soient @, ® € S(R") tele que

(FB)(©)] >0 sur {j¢| < 25},
(FR)O)] >0 sur {5 < ¢ < 26},

pour certain € > 0, et

D*(F@)(0) = 0, pour tout [lalf,n < R,

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 14

1
avec ¢o(§) +/0 qb(tf)% =1 VE€R".
On note

1
Ot 1), t>0

tn

o, =2®(2%), ke Net &, =

Théoreme 1.3. Soient s e R, 0 < p,q < o0, a > % et R+ 1> s.

L'espace B, ,(R") peut étre caractérisé par

L I— ny . (4) -
By = {feS®): 1AV <o}, i=1,2,3,4

avec i
) —tt A
LI = NP0 = fII, + (@ NI+
0
1 q
N ¥ D, x f)(.+ 2 dt
”fH(2) L H(<I>Of)a]|p+ / £° || sup (D, )|(Z )| bt
0 z€R™ (1 + T)a » t
1
3 |(@x* FC A2
719 = (302 |sup .
22" | e |
@ = H{QS’“ D, % } |
1] 25 £, 1, o
Les quasi-normes 1D 12112 11 Sont équivalentes dans B, .

Preuve Voir [9]

1.2.4 Inclusions

Définition 1.4. Soit (X, ||.|| ), (Y, ||.|ly) deux espace quasi-Banach. On dit que X s’injecte dans
Y et on écrit X — Y si X C Y etl’application identique définie de X dans Y est continue,

c’est-a-dire il existe une constante C' telle que pour toute fonction f € X on a

Iflly < ClIfllx -

Proposition 1.2. Soint s € Ret 0 < ¢; < ¢ < 00. Alors

B, (R") = B;, (R")

p,q1 P,q2

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 15

Proposition 1.3. Soient s € Ret 0 < p,q < co. Alors
st+a n s n
B (R") — By (R"), a>0.

Proposition 1.4. Soient 0 < p; <ps < oo et s,t €R (avec: s>t) et tel que
s— 2 =t—2_ Alors
p1 p2

B (R") = B. (R").

p1,9 p2,9
Proposition 1.5. Soient 0 < ¢ < oco,1 <p<oo et s€]0,+oo. Alors:
B (R™) < LP(R").
Proposition 1.6. Soient s € R et p,q > 1. Va € N". L'opérateur de dérivation 0% envoie continument
Bs (R") dans By, (R™).
Autrement dit, si f € By (R"). Alors 0°f € B *(®m).
En particulier,f € B} (R) = f € By '(R).

iy

Proposition 1.7. Soient s €¢ R,1 < p,r,q < o0, si s> % — 20u 5= z

=23

Alors :
B (R") — L"(R").
Proposition 1.8. Soient s c R, 1 <p < oo et 1 <q < o0,

Alors :
S(R") < B;,Q(R”) — S'(R"™).

Pour la preuve de toutes ces propositions on peut voir [10, [Z, [1},18].

Nous allons maintenant définir I'espaces de Besov homogene et non homogene.

Définition 1.5. (L’espace S._(R"))
Soient f, h, k... € S'(R"),
On pose [f] ={g: g = f+p, pestunpolyndme arbitraire }, on définit I'espace des distribu-

. A / .
tions modulo les polyndme S comme suivante :

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.3. LES ESPACES DE LIZORKIN-TRIEBEL 16

Seo(R") = { [0, [f], []. [K]...}  telle que
[0] est un classe des polynomes .

[f], [R], [K]... sont des classes des fonctions.

Définition 1.6. Soint s € R, 1 <p < o0, 1 < g < 00, I'espace de Besov homogeéne noté

B;q(R”) est I’ensemble des toutes les fonctions f € S/_(R") telle que :

1

(;Z?m IIij||Z> < 00.

sup 2° ||Q; f|,, < oo pour g = oo.
jez

Bs (R") —

/]

Proposition 1.9. Pour s > 0, I'espace de Besov non homogene B, (R") est 'ensemble des fonctions

f € LP(RY), telles que [f] € B3 (R™), avec

/]

By (R") = 1£1L, + 111 Bs ,(R") *

Preuve Voir [11].

1.3 Les espaces de Lizorkin-Triebel

Définition 1.7. Soient s € R, 0 < p < oo et 0 < g < oo. L'espace de Lizorkin-Triebel F  est

I'ensemble des f € S’ telles que
r
(Z 2594 |ij|q> < 400 pour q # oo.
Uz ey =3 I V=2 ;

sup(2*7 |Q; f1)
>0

\ - p

< 400 pour q = Q.

Proposition 1.10. Soient s € Ret 0 < ¢ < oo. Alors:
1. F;, est un espace quasi-Banach (espace de Banach si min(p, q) > 1).
2. F)y, = LP(R") sil<p<oo.

3. Iy =W(R") sil<p<oo,méeN. (W(R")est 'espace de Sobolev ).

D2

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.3. LES ESPACES DE LIZORKIN-TRIEBEL 17

4. F;,=H3(R") pour s € Ret1<p<oo oit H, estl'espace des potontiels de Bessel des
f €S telles que
/]

n = [FHOHEPEFO)| < oo
5. Fy, =B (R") si1l<p<oo.
Preuve Voir [4].

Proposition 1.11. Soient sg, s1,s € R, 0 < qo,q1,q < 00 et 0 < pg,p1,p < 00. Alors :
1. FJo, = FyL, st sp > st
2. Fjop = oy stao < qi
3. P = Fol sz’so—pﬂozsl—iet0<po < p1 < 0.
Preuve Voir [?].

Proposition 1.12. .

(iv) Soient 0 < py < p < 00, so—pﬂo 8 s—%et0<q,r§oo.Alors

F .S For -

Ppo,q

(v) Soients e R, 0 <p<oo, 0<qo<q <ocete>0.Alors

s+¢€ S S /!
S — oo = Fop = Fpy = o8

Définition 1.8. Soient 0 < p < o0, 0 < ¢ < 00, a > n/min(p,q) et s € R. Alors

Q=

Fa=9q1€5|lfl

ks, = <Z2S”(Q§’“f)q) < ooy,
j=0 »

(avec une modification si ¢ = oo ) au sens des quasi normes équivalentes .

Proposition 1.13.

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.4. LES ESPACES DE TYPE DE BESOV 18

(i) Soient s € R, 0 < p<ooet < u,v,q < oo, Alors
By, — F,,— B,
pour toute u et v tels que

0 <u < min(p,q) et mazx(p,q) <v < 0.

(ii) Soient 0 <pg <p <p1 <00, s €ER, 59— (n/py) =s—(n/p) =s1—(n/p1) et

0 <wu,v,q < oo, Alors
S S S
Bpgau T Fp,q e Bpiﬂ)

pour toute u et v tels que

O<u<p<uv<oo.

Preuve Voir [8] ou [10].

1.4 Les espaces de type de Besov

1.4.1 Définitions

Définition 1.9. Soient v := (vy, vg, ..., v,) € Z" et K € Z, le cube dyadique de longueur de coté

27% est la partie de R" définie par
B i€s {x eR":v; < Qkxj <wv;+1,5= 1,2,...,n} .

Proposition 1.14. Pour tout k € Z, onaR* = |J Py, .
vELN

preuve

Pour tout x = (x1, 23, ..., z,) € R" et k € Z, nous avons
28 [z] < 2z < 2%([z] + 1), (j = 1,...,n). (1.5)

Pour k fixé, [z;] est le seul entier vérifiant (1.5), autrement dit chaque point z € R" est

contenu dans un seul cube dyadique de longueur de coté 27",

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.4. LES ESPACES DE TYPE DE BESOV 19

Lemme 1.1. On a la propriétés suivantes :

les coins d'un cube dyadique de longueur de coté sont dans 27*7".

Définition 1.10. Soient 0 < p,q < oo et s,7 € R. L'espace de type de Besov noté B,7(R") est
I'ensemble des f € S'(R") ,telles que || f|

By ) < 00 OU

SAS)
Q=

11l 7 gy = sup sup 277 |y " 29 {/ Q; f () dx} ,
’ keZ Py o

veL” Jj>ky

avec la modification usuelle pour p = oo (¢ = o).

Remarque 1.3. L'espace B, 7 (R") est un quasi-Banach pour 0 <p <1 ou 0 <g<letde

Banach pour p,q > 1.

Remarque 1.4. Les espaces B; (R") et By7(R") sontindépendants du choix de la fonction
p, si on choisit une autre fonction avec les mémes propriétés que p on obtient des quasi-normes

équivalentes a celles qui sont définies par p.

Exemple 1.1. Soit r > 0 si on choisit la fonction p,(z) telle que p,(z) = 0 si |x| > 3r/2 et
pr(z) =1 si |z| <1, etonpose . (z) = p,(x) — p.(22) qui est porté par I'ensemble
r/2 < |z| < 3r/2.

On obtient pour tout f € S(R")(resp. S’(R")
Sppf=F Yo (2" xf k=0,1,2...

Qrif =F (e (2))x f j=0,1,2..
tel que Q.o = S, 0.
Donc f =) Q,,;f dans S(R")(resp.S’(R™)).

J=0
Si on remplacons Q; par Q,; (j = 0,1,2...) dans les définitions de ||

B3, &) Il @ny MOUS

obtenons des quasi-normes équivalentes dans B; (R"), B>7(R") respectivement.

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.4. LES ESPACES DE TYPE DE BESOV 20

1.4.2 Les espaces de type de Besov homogénes

P (R™) désigne I'ensemble de tous les polyndomes de R", So(R") est I'ensemble des
u € S(R") telle que (f,u) = 0 pour tout f € P, (R"). le dual de S (R") est appelé 1’espace des

distributions modulo les polynémes noté S’_(R").

Définition 1.11. Soient 1 < p,q < co et 5,7 € R. L'espace de type de Besov homogene B;:g(R”)

est I'ensemble des distributions modulo les polyndmes f telle que || f|| BT ®ny < 00, 0U

q

11l g7 gny = sup sup 277 [ > {/ (2% |ij(l‘)|)pd$} :
Pk:,v

kEZ veLr pa

SIS

Remarque 1.5.
> || fll 557 ey = 088 f € Poo(R"). L'espace quotient BT (R")/P(R") est un espace de Banach,

il sera noté B;7(R™) et ses éléments [f] = f + P (R") o f € By7(R") seront notés f.

> B;ZS(R”) = B:j’q(R”) ,oll B;q(R”) est I’espace de Besov homogene.
> Si 1 < 0 alors B;:;(R”) = P (R™).

1.4.3 Quasi-normes équivalentes

Définitions équivalentes

Définition 1.12. Soient s € R, 7 € [0, 0] et 0 < p, ¢ < 0.

L'espace B;7(R") est 'ensemble de toutes les fonctions f € S'(R") telles que

£ pr ey = SUP T ‘B‘ Do s, | < oo,

j>J+

ot le sup est prise sur tout J € Z et toutes les boules B; de R" de rayon 277.
Proposition 1.15. Soient 0 < p,qg < occet7,5s € R

(1) Sit <0 alors By7(R") ={0}.

(2) B(R") = B}, (R")

(B)si(t>1/p et 0<g<oo)ou(r=1/p et q=o0)alors

S, T ny __ s+nt—(n n
Z%Lq(ﬁg )'_’Zgaxuy ( /p)(]R )
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Preuve Voir [13] et [12]

Remarque 1.6. L'espace B3 27~ "/P)(R") est I'espace de Hélder .

1.4.4 Inclusions

Définition 1.13. Soient 0 < p < cc et 0 < 7 < oo I'espace de type de Lebesgue noté L (R") est

I'ensemble des fonctions mesurables f telles que

fll ey = sup sup2™ | f < 0.
Il = 530 92 ™ 1,0,

Remarque 1.7. Si on remplace k € {Z\N} par k € N et on considere I'ensemble T des fonctions

[ telles que

sup sup 2"7% ||f||Lp(Pk B OO
keN vezn” 7

Alors T = {0} .
Proposition 1.16. Soient s € R, 0 <7 < oo et 0 < p,q < 00, avec p < oo dans le cas de Lizorkin-
Triebel.

(I) Soiente > 0et 0 < qp,q < co. Alors

BT (R") — BT (R™) siq < g,

p,q1 p,q2

Bs—i—s,T(Rn) N BS,T (Rn)

p,q1 p,q2

BT oo (RY) s For(R) s BST . (R").

p,min(p,q p,max(p,q)
Ou F;;7(IR™) est I'espace de type de Lizorkin-Triebel.

(II) Soient 0 < py < p1 < o0cet —oo < 81 < Sy < 00. Alors

S0,T (DT 81,7 (T . n _ n
Bt (R") — Byor(R™) si SO_ZTD =5 o

(II) Si1 <p < co. Alors
BT (R") — E)T(R") — L7(R™).
(IV) Soient 0 < p; < py < 00. Alors

s,*r—O—L—i

Bp, g 7 P'(R") — B (R").

P1,9

Preuve. Voir [3]/13]
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CHAPITRE 2

DILATATION DANS LES ESPACES

S S S
p.q ET Iy o ET By 4

ans ce chapitre, nous allons rappeler quelque propriété et on estimer la norme de

'opérateur de dilatation h, dans certaines espaces (B, ,, I}, ,...) -

2.1 Quelques définitions et inégalités principales

Définition 2.1. Soit A > 0, on définit I’opérateur de dilatation ~) comme suit :

hyf(xz) = f(Ax), Vo € R™,
Inégalité de Young

1 11

Proposition 2.1. Soient p, q,r € [1,400] tels que 1+— = —+—. Alors pour f € L? (R")et g € L? (R")
r b g

ona fxge L (R") et

1f = gll, < [1£11, 19,

Preuve
Soit 'opérateur 7, (f) = f x g telle que g € LY(R")
Ona |Ty(f)(x)] < . [f(z =yl lg(y)| dy
< [z =g llgll,
< llgll 71l

= 1 Tylle < llgllll 1l

22



2.1. QUELQUES DEFINITIONS ET INEGALITES PRINCIPALES 23

=T,: L9 — L>

etona ||Ty[l, = I[f *gll,

Q=

<| [ (Le-vlwwla) e

(.

)

= s ([ rewwa)

< s [ 1) [ lote = o)l ote)dsdy

Il <1 Jr

< sup L@ lgC =)l 1l dy

9l <1 Jrn
< lgll, Il f1l1

= T,: L' - L¢
Alors Ty : LY — L™
et T,: L' — L

Par le théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin
OnaT,:L? — L" telleque
1T, (I, < llglly™ llglg 1A,
< llgll 111,
ot =1L+ 0 et (=14

donc > =(1-6)(1—7)+6

=

QD
3 =
QD

Alors | +1=+¢.
Inégalité de Hausdorff-Young
OnaF(f)E) = [ e fwyin, fe L®), (e B

n

= |F(©) < / F()|dz, VEE€R"

R

= [F(Nllo < 1714
(F: LY(R"™) — L>(R"))
Et on a I'inégalité de Persoval || F(f)|l, = (2m)2 |||,
(F : L*(R™) — L*(R™)).

La transformée de Fourier est une application linéaire donc nous appliquons
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le théoréme de Riesz-Thorin.

Ona F:L/(R")— LI(R"), avec L=(1—6)+% et 1=1204

N D

1 1 _
=1+l

Alors g = p' (p' estl'exposant conjugué de p) et [|F(f)(f)ll, < 2N f],.
(F: LP(R™) — LF'(R™)).

Remarque 2.1.

VA 0 F(nQif)(6) = X" F(Qif)AE) jeN.

Il suffit de faire un changement de variable

2.2 Les dilatations dans les espaces de Besov, Lizorkin-Triebel
et de type de Besov

Théoreme 2.1. Soit s > 0,p,q € [1,400].

L'opérateur hy est borné sur B, , est sa norme est majorée par e (sup(X, 1))°.

Peuve

Par la formule (T.4d) ona f = > Q;f. Onchoisit N € Z tel que 2% < \ < 2V*!
7=0
(N>0pourA>1letN <OpourA<1) etona

suppF (Q;f) C {€ e R™: 271 < ¢ < 27F! Vj> 1}
d’ott suppF (haQ;f) C {€ €R™: 22771 < |¢] < A2 v > 1}

C{geR": 2V < g <2VH+2 vy > 1}

et suppF (h\Qof) C {5 eR™: |¢] < 2N+2}.
Donc on trouve
Qr(h\Q;f)#0 si jeN, k<lethe{N+j—1,j+NN+j+1}. (2.1)
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a)Lecas A > 1

|1 f]

ZhAQJ‘f

Jj=0

s —_=
BP,Q

s
BP‘I

< [[haQof|

> mQ;f

Jj=1

+
Bpa

s
Bqu

Je vais commencer par le therme

Zh)\ij

iz B,
1> ha Qi = (Z 27|y Qk(h@jf)“j,)
j>1 k>0 j>1
<D Qu(a@if)|| + (ZQSquZQk(hAij)“Z>
Jjz1 k>1 j>1

J/
J/
~~ D

I I

Estimation de I;

L < [|Qo(ha@i )l + ||D_ Qo(rrQ; /)
Jj>2 p
R
> Qu(mQ;f)|| = 0 car supp F(Qo(mQ;f)) = ¢  pour j > 2.
i>2 )

Par I'inégalité de Young
L <c|lh@ifll,
<A lloufl,

< A7 Qs

<exv ™ (Z 2% HijH,q,)

=

j=0
< AT flly,
Estimation de I,
S j=k—N+1 q
1
I, = (Z 25ka Z Qr(haQ;f)| )e
k=1 j=k—N—2

On pose Jj—k+ N =i, onaalors
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SR

o

Z 28kq

Z Qk’ h’)\Qk N-H

1=—2

g Z (Z 29| Qu(nG . H“’)

i=—2 \k>1

S

1
Par l'inégalité de Young <c Z <Z 2k Hh)\(Qk—N-Hf) Hf,)

i=—2 \k>1
On pose m=Fk—N+1

12§cz< S gt |, (me)||q>

i=—2 \m>i+1—N

< (Z 9(m+N)qs Hh)\(me)Hg>

m>0

o7 20 g, FA||9)

m>0

<A 2™ (Z = HmeHZ) car 2V < \S

m>0

Q=

Q=

<A f]

s 8
BP#I

Donc

<h+ L <A77 f| By 4(R™) -

Zh,\ij

J=1

Bgq(R™)

Il reste & estimer la norme de h,(Q f) ,on applique I'inégalité de Young ,nous avons

1Q; (PaQof)l, < cllhaQofll,
=c\77 || Qofl,

I—n
<[,

N+2 3
(Z 29| Qs mczmnq)
7=0
N+2 ' %
B, <Z 283(1) )

Jj=0

d'ot  [|ha(Qof)ll5

N+2
Finalement ()’ 259‘1) ¢ est équivalente a \* pour s > 0, eta (1 + log )\) pour s =0, car

J=0

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



2.2. LES DILATATIONS DANS LES ESPACES DE BESOV, LIZORKIN-TRIEBEL ET DE TYPE DE
BESOV 27

Pours >0 ona

(NJFQ ) 2sq(N+3) -1 25q(N+2) 9sq
>

2.2 20 _1 — 2%

=0
> 25q(N+1) > A%,

N+2
Pours=0 ona ) 1=N+3, et
=0
A< 2NHL = 92) < oNH3
= 2log2+log A < (N + 3)log2
= 1+ log A < ¢(N + 3).
b)Lecas A < 1
1afllss, < 1| D2 m@ih)| +1{[ D ma(@;f)
= 4 e o’ B,
<L+ Is

Estimation de /; : (Nous allons d’estimer comme dans le cas |[>_ 7 (Q;f)llB;, )
=1 1

L=| S m@n|| < ( 3 2t ||hx<@jf>lli)
J>—N Bs, j>—N
< X ( S g H%flli)
J>-N
S C//)\s—% Hf| By, -
2 E a
Is = Z ha(Q; f) = Z2Skq Qx( Z haQ;f) d’apres[2.2)
j<-N Bs., k=0 J<=N P
<c ' Y. Qu(haQjf)
j<-N ,
Par l'inégalité de Young < c; || > hQ;f
j<—N
p
<o 0 Qifll,
j<—N

Nous appliquons l'inégalité de Holder ou (% + ? =1)

<eA (Y 2w (Y 299 Q, £ )

j<—N j<—N
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n L7 L,
<A [l (5 279

j<—N

On ala série ( ) 2‘53’4')% est équivalent a ¢ pour s > 0 et équivalent a (1 + |log>\\)$

j<—N
pour s =0 car:

pours=0ona Y. 2797 =(1— N)

j<—N
Eton a

log A
< N+1
~ log2 (N+1)
| log Al
= (—-N-1)< —N
( ) log2 —
1
:>—N<1+|Og)\’
log 2
| log A|
D N-1H)<(1+1+—
onc )< (1+ +10g2)

Remarque 2.2. Pour g = oo

1A f]

5s.. = 5w (27 1Qihafl,)
p,00 >0
<75 sup (291@s 1, )
Jj=0

<A | f|

s
Bp,oo

Proposition 2.2. Soit p,q € [1, +o0].
I'opérateur hy est borné sur By , est sa norme est majorée par eA"r (14 |log A|)P oit 8 = é

=1-=1
pour A>1letf=1—¢ pour A <1.

Corollaire 2.1. Soient2 <p< +ocet 1 <g<+4owetp <r<+o00;si f€ Bg’q et f e Lr

onapour A>1, [[hrflg < A <HfHBS,q * HfH ) '
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Peuve
Premiérement on estimer [|Q;(6,50f)||,; 'hypothése p < 2 permet d’utiliser 'inégalité de

Hausdorff-Young on a donc

1Qs(maSo DI, < eI F@Qi(IaSoh)l,
< |29 F (s,
H2IEF(So)

1220pi)

§

< e S
<c) )\)

/

p

<ecA ™"

/

P

<or \R/ @ OI) df)

on pose % ="t /= d§=di

<o (|

1
1 +1
on pose — = — .

P 7 r

1

Y2 p(1) f (1)

P v
)
u
1
Par Hider < e\ » ( / \7(2‘j)\t)|udt) ( /
R™ R™

1 1

<ext ([ heore) ([ woriore)’

ona |p(t)] < lp(t)ll

1
< c’A—Z( h(th)\“dt) ’
Rn

onpose 277\t =1 = dt = 2"\ "dx

sfiof a)

< AT ),

A,

< AT ), Hf

r

par hypotheése sur 7 on a 2"Gr=r) > 1, d’ou

N+2 %
17A(So ) g, < c(Z IIQj(hASof)IIZ>
j=0

f

N+2 - %
<A (Z 2”%/»)

=0 "
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SCQ}\_% f .
Alors [[hafll gy < I1ha(Sof)llgy, + [[a(D_ @sf)
=t ey,
< E||F| + AT,
<A (1 g, + | ] -
[

Proposition 2.3. Soient 1 < p < oo, 1 < g < ooets > 0. Alors

hy est un opérateur borné sur F; et

n

1afllpy, < eA”5 (sup(A1))° ]

3 B
FF#I

Peuve
D’aprés la preuve de la proposition2.T] ,on a.

a) Lecas A > 1.

127 f]

B, = > (@)

Jj=1

s
Fp’q

> Qu(mQ;f)

j=>1

(s

k>0

q)é
P

<D Qu(a@ih)|| + (Z 2% | " Qk (@) )
j=1 p k>1 j=1 »
= [1 —+ [2.
Estimation de I; :
=D Qo(haQif)| <11Qo (@), + D Qo (haQ;f)
j>1 j>2

p

-

=0

par Young < |[[hQ:f,
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<o\ r 1Q1f1,

<N |Q1fll, carA>Tet s>0

< e\ T (Z 254 |ij|q>

Jj=0
p

< eNTE | f|

s .
vaq

Estimation de I, :

I = <Z 9skd

k>1

> Qk(Q;f)

Jj=1

a\ ; 1
I TS—
p

m>1
p
1

<c <Z 2qs(N+m) ’me()\)IQ>

m>1

p
1

<Ny (Z g |me|q)

m>1
p

car 29N < N\ donc

I < e\ ||f]

R -
Fp,q

Finalement, on trouve que |7y f|| p. < X7 || £l e
p,q p,q

Maintenant, on estimés la norme de h,(Qo f)

1

Nt2 q
py, <O (Z 291 | <m@of>|q>

Jj=0

[PAQof]

p
N+2

<c <Z 2% !hAQof|q>
=0

S C1 Hh‘)\(QOf)Hp

<A77 | Qof,

< e\ HQopr

< N5 | flly,

p
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b) Le cas A < 1. De méme facon de la proposition 2.1 on trouve
Yo (@il <X If g,
§2=N F,
et || m@h|| <N F Sl
JN Fiq
fin on fin, nous avons
1oafllpy, < A5 (sup( 1))° 1S L.
|
Proposition 2.4. Soient 1 <p < oo, 1 < g <ocets > 0.Alors
hy est un opérateur borné sur Fg gt
[erfllrg, < eX75 £l -
Peuve
D’aprés la preuve de la proposition 2.3|,on trouve .
a) Lecas A > 1.
afllpe, = 11D (@)
7= Fyq
N
-l(z[zaman )
k>0 | j>1
p
N
<D Qu(m@i )| + (Z > @k (Q;f) )
i1 » k>1 21 )
- Il + [Q.
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Estimation de [, :

11:

j=1

Estimation de I, :

I = <Z

k>1

Jj=1

> Qo (@)

> Qi (@ f)

> Qo (hQ;f)

Jj=2

< [|Qo (ha@1/)Il, +

p

\3

(.

~\~

=0

par young < [[baQ1f],

< e A7 [lQufIl,

<\ r (Z ’ij’q>

>0
1= p

< ATF |y,

il

) <o (Z |hAmeV)q

m>1

p

<a (Z |me<A.>|Q>q

m>1

<o\r (Z ’me|q>

m>1

donc

Iy < X5 || fll .-

on trouve que HhAfHng <e\Th Hf”Fg,q

On estimés la norme de h)y(Qo f)

1
q

N+2 q
[77@of gy, < (Z o} (hAQof)|q)

3=0
p

N+2 %
<c (Z |hAQof|q>

—
! P

< HhA(Qof)Hp
< A7 | Qofll,

_n
< N5 [y,
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b) Lecas A < 1.

Y@ <A f g,

i>—N 0
I= Fp,q

et [ D m@ih)| <A fllg,

j<—N 0
J FI%(I

On fin,

[irfllrg, < eX75 £y,

Proposition 2.5. L'opérateur de dilatation hy est borné sur I, telle que s > 0et 1 < p < oo, sa

norme est majorée par cA™ » (sup(\,1))*, (F5,=H: avecs€R etl<p<o0).

preuve

I)Le cas A > 1.

£
Fp,2

[[7xf]

> ha(Qif)

Jj=1

S
Fp,2

c (Z 22s(N+j) ‘hA(ij”z) /

g1

IN

p
s
<o\ (Z 4% |ij’2>
j=1

< X | f]

s .
Fp,2
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Pour le terme h)(Qof) telleque s > 0 et 1 < p < o0

N+2 . %
17r(@o P, < c (Z s |@j<m@of>|2>

J=0

N+2 3
< oA (Z |Q; (h,\Qof)’2>

=0
< oA ha (QOf)Hp

< cs\r | f]

s .
Fp,2

IT) Lecas A < 1.

Z ha (Q;f)

i>=N

j>-N

S (Z 4S(N+j>rhA<ij>|2>
F;’Q

p

<N ( Z 4Sj|ij|2>

i>—N
)= p

< A r | f]

s
FP72

Proposition 2.6. Soient 1 < p,q < oo, s € Ret 7 > 0. Alors il existe deux constantes cy, co > 0 telles

que

Bpg ey S AV TR

cl £l

Bz < Cllfllsr @,
pour toute f € B;:;(R”) et tout A > 0.

Preuve Voir [2]
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CHAPITRE 3

APPLICATION A LA COMPOSITION

ans ce chapitre, nous allons étudier 1'opérateur de composition défini
par 7;(g) := f ogavec f : R — R. et donner quelques propriétés, et

estimer ||k, (f o g)|| d’apres des résultats présidents .

Définition 3.1. (Espace de Wiener BV, (R))

Pour la fonction g : R — R, on pose

1/p
lg(br) — g(ak)|p> :

WE

o) = o

k=1
pris sur toutes les ensembles finis {|ax, by[; & = 1, ..., N} de les intervalles ouvert disjoint

et paire .

On dit que la fonction g est de p-variation borne si V,(g) < +oo.

Clairement ,si on considére une suite finie avec seulement deux termes,on obtient
lg(z) — g(y)| < V,(g), pour tous z,y € R, d’ol1 g est une fonction bornée.

On note 'ensemble de (généralisé) les primitives des fonctions de p-variation borne par BV, (R)

et on a la seminorme
Hf“val(R) = inf V,(9),

ou l'inf est pris sur toutes fonctions g telle que f son primitive ( f(z) = / g(:c)dx) .

36



37

Définition 3.2.
On définit 'opérateur de composition 7; comme suivant 7(g) = fogtellequeg: X — Y

etf:Y — 7

Définition 3.3.
On définit la classe des fonctions U, (R) ,I’ensemble des fonctions continues lipschitzienne f,

telles que ces dérivées dans le sens de distributions satisfaire

B =

A (f) = | supt! / sup |f'(z +h) — f'(x)[Pdz | < +o0,

t>0 |h|<t

avec la seminorme

1 ey @y := inf(llglle + Ap(9));

ou l'inf est pris sur toutes les fonctions g telle que f est un primitive de g.

Définition 3.4.

On définit aussi I'ensemble V,(R") des fonctions ¢ : R* — R telle que

b =3 ([,

1

p

g/
Zj

1y
’ P
dxj) < 400

BV}(R)
ol gm;(y) = g(%1, s Tjm1, Yy Tjt1, -y Tn), Y ER, z€R™

Théoréme 3.1.

Soient 0 < p,q < ocoet0 < s <1+ (1/p). Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que 'inégalité

1f oyl

s ey < Wl gy (1ol + gl e ) (3.1)

valable pour toutes les fonctions g € L,(R™) N V,(R") et tout f € U}(R) satisfaisant f(0) = 0.

En outre ,pour tous ces f, l'opérateur Ty prend L,(R") N V,(R") a F; (R").

Preuve. Voir [5]

On remplace maintenant g par g(\.) dans (3.1), il revient alors :

1 0 9rlley gy < el Fllogey (a1, + ol o)
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ot [gall, = A""llgll, et lgally, gny = llglly, @n)-
Alors on a

N1 0 gallps oy < ellf ey (191, + AP lglly e

ce qui donne :

; n/p
lim A"7][f o g,
A>0

Fp &) S C||f||U;(R) lgll, -

Proposition 3.1.

YA >0,V f et g comme dans le théoreme (3.1), alors

lim A7 f o hyg| (3.2)
A—0

Fg () S C||f||U,}(R)||9||p :

Comme F; (R") = L,(R")N F;Q(Rn), donc dans (3.2) on a

/l\igé \"/P (Hf o gll, + [1f © gal Fgﬁq(Rn)> < el fllop@llgll, -

Ou: |[[fogl
et [[fogll,=A""fogl,

Donc

iy, =X fog]

.S
Fp.q

tim (11f o ll, + X' 1F 0 gl ) < cllFllgyllall,

Corollaire 3.1.
VfeU)(R), Vg € L,NV,(R"), ona

1 o gll, < el Fllyymllgll, -

Définition 3.5.
Soients e R, 1 < p < ooetl < g < oo. l'espace de Triebel-Lizorkin homogeénes F;,q(R") est

I'ensemble de distributions modulo les polynome f telle que

1/p
N O ' (Z 2qu|ij|q> < +oo.
JEZ

p

/]

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



39

Lemme 3.1.

Ona | flpy, qury = 11, + I
Alors ||f o g(\.)]

E$ q(R™)”
patem = 17 0 GO, 1 0 90 g o
<A fogl, + AP fog]

s o(R™)

si s-(n/p) <0et A\ — +oo ona

I/ og()">HFZ§’q(R") =0

Définition 3.6.
On définit I'espace de toutes les fonctions dans L., (R) HB;, ,(R), qui est noté par B,  (R) et défini
par

1]

By,®) = [ flloo + £l gy < +o00-

Corollaire 3.2.
Soient 1 < p < o0, p<qg<+ooets>1+(1/p).

1l existe une constante c telle que I'inégalité

159 8l o0 < €l ooy (ol o0+ ol )
valable pour toute fonction f : R — R telle que f" € B, '(R) et f(0) = 0et toute g € By ,(R).

Corollaire 3.3.

Soient s, p, q des nombres comme dans corollaire 3.1.

>s1 A >1
s—(n s— —(1

1fog(A)] B (R) < C||f’||3;51 (C/\ /)| g] By, ® T e\(s=(1/p))? /p)>
>si A< 1

s (1

1 © 905y, ) < ellf Nsgrcay (AP llgllgg ey + ATSPHA g5 OB
Corollaire 3.4. Soient 1 < p < oo, 1 <g<oo,ets> 1+ (1/p).
Alors il existe une constante C telle que I'inégalité
s—=(1/p)
1 0 gl < CUlLgs ey (9, e + Nl ) (3.3)

valable pour toutes fonctions f € F; (R), f(0) =0, et toutes fonctions g € F; (R).
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D’apres I'équation on trouve

>si A > 1

s—f s—* (1/p)
1 0 9O sy < €1 o (XNl + A7 gl )

>si A< 1

- (=)~ 1/1?))
Hfog()")HFlf,q(]R) < CHfHFg,q(]R) <>‘ pHgHFqu(R) +A H ’FS ®) ) -

Selon corollaire (3.4), il existe une classe substantielle de fonctions non linéaire f, pour les-

quelles il existe une constante ¢ = ¢(f) telle que

=), Vo€ Fr®). (3.4)

If o gl

Fg ,(R) <c <||g| Fg (

On peut d’abord observer que (3.4) peut étre décomposé en deux parties, en raison de la condi-

tions — (1/p) > 1

£  glls s < 2llg] e R 1

s—(1 .
1f 0 glles @ < 29l st lglle @ = 1.

Fs ,(R) si ||g|

Alors

<1

1 s
< ehr (sup(X, 1))°||g] Fyq(R) =

1f o g(A)l

3., ®) FRORLA T

1/p)

1 0 9y oy < AP (sup(A, 1)) i 9]y, oy 2 1
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Conclusion

Comme les espaces de Besov, Lizorkin-Triebel et de type de Besov coincident avec d’autres

espaces fonctionnels, a titre d’exemples :
> Bj3,(R") = H3(R").
> B R") =C*(R"), s >0ets¢N.
> F), = LP(R") sil<p < oo.
>y =WR") sil <p<oo,meéeN.
> By(R") = B ,(R").
> B57(R") = Poo(R"), si T < 0.

Alors, les résultats de ce travail sont valables si on remplace B, ,, F; B;:; par 1'un de ces

espaces, donc ce travail couvre plusieurs espaces fonctionnels.
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P.q

S eSS 95 Cilpliad (g Clpliad ¢ Slas sAsalide Cilals

oit I'application ) f := f(A71(.)), o A > 0 et f une fonction d’un espace de Banach E de R"

a valeurs dans C. Il s’agit d’estimer la norme de 'opérateur de dilatation i) considéré comme

un endomorphisme de I'espace de Besov B, ,(R"), de Lizorkin-Triebel F;; (R") ou de type de Besov
By (R™).

Mots-Clés : Dilatation, Espace de Besov, Espace de Lizorkin-Triebel, Composition.

et the application hy f := f(A~!(.)), where A > 0 and f a function of Banach space F of R"
with values in C. it is about estimating the norm of the dilation operator /) considered as an
endomorphism of Besov space B ,(R"™), de Lizorkin-Triebel F; (R") or Besov-type By (R").

Keywords : Dilation, Besov space, Triebel-Lizorkin space, Composition .
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