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Résumé

S oit l’application hλf := f(λ−1(.)), où λ > 0 et f une fonction d’un espace de Banach E de Rn

à valeurs dans C. Il s’agit d’estimer la norme de l’opérateur de dilatation hλ considéré comme

un endomorphisme de l’espace de Besov Bs
p,q(Rn), de Lizorkin-Triebel F sp,q(Rn) ou de type de Besov

Bs,τ
p,q (Rn).

Mots-Clés : Dilatation, Espace de Besov, Espace de Lizorkin-Triebel, Composition.

L et the application hλf := f(λ−1(.)), where λ > 0 and f a function defined on Banach spaceE

of Rn with values in C. It is about estimating the norm of the dilation operator hλ considered

as an endomorphism of Besov space Bs
p,q(Rn), of Lizorkin-Triebel F sp,q(Rn) or Besov-type Bs,τ

p,q (Rn).

Keywords : Dilation, Besov space, Triebel-Lizorkin space, Composition .
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Introduction

Il s’agit d’une étude dans les espaces de Besov, Triebel-Lizorkin, et de type de Besov .

Nous étudions dans ce travail l’opérateur de dilatation hλ défini par hλf(x) = f(λx) et estimer

sa norme .

Le premier chapitre contient les définitions de les espaces de Besov, Triebel-Lizorkin et de

type de Besov, en utilisant les séries de Littlewood-Paley qui se basent sur la décomposition

de l’unité d’une fonction f ∈ S ′(Rn), contient quelques propriétés qui résultent de ces défini-

tions, et des quassi normes équivalentes.

Nous allons donné la preuve de certaines propositions et inclusions, pour plus de détails nous

référons aux [10, 11] pour les espaces de Besov et Triebel-Lizorkin et à [13] pour l’espace de

type de Besov .

Dans le deuxième chapitre, nous rappelons quelques propriétés et nous estimons la norme

de l’opérateur de dilatation hλ dans ces espaces (Bs
p,q, F

s
p,q...) .

Dans le troisième chapitre nous allons étudier l’opérateur de composition défini par

Tf (g) := f ◦g avec f : R −→ R. Nous donnons quelques propriétés, et nous estimons ‖hλ(f ◦ g)‖

d’après des résultats présidents .
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Notation

ã C∞(Rn) = {f ∈ C(Rn) : Dαf ∈ C(Rn), α ∈ Nn
0}.

ã C(Rn) désigne l’espace des fonctions continues sur Rn.

ã D(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : supp f est compact}.

ã S(Rn) est l’espace de Schwartz et S ′(Rn) son dual.

ã L’espace des distributions tempérées S ′(Rn) est le dual de S(Rn).

ã On définit le produit de convolution de deux fonctions par

f ∗ g(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy.

ã P∞ : l’espace de tous les polynômes.

ã S ′∞(Rn) L’espace des distributions tempérées modulo les polynômes.

ã Pour 0 < p ≤ ∞, on définit les espaces de Lebesgue Lp(Rn) par les f mesurables telles que

‖f‖Lp(Rn) := ‖f‖p :=

(∫
Rn
|f(x)|pdx

) 1
p

<∞ si 0 < p <∞ et ‖f‖∞ := sup
x∈Rn

ess |f(x)| <∞.

ã Pour f ∈ L1(Rn), on définit la transformée de Fourier de f par

F(f)(ξ) := f̂(ξ) :=

∫
Rn
e−ixξf(x)dx,

et la transformée de Fourier inverse de f par

F−1(f)(x) :=
∨
f(x) :=

1

(2π)n

∫
Rn
eixξf(ξ)dξ.

ã C, c1, c2, c
′... désignent des constantes positives.

ã Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on note p′ le nombre réel tel que 1
p

+ 1
p′

= 1 (p′ est l’exposant conjugué

de p).

ã `q(N) =

{
(ai)i∈N ⊂ C : ‖ai‖`q(N) =

(
∞∑
i=0

|ai|q
)1/q

<∞, 0 < q <∞

}
.

ã supp f = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}.

vi



CHAPITRE 1

DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS DE ESPACES
Bsp,q ET F sp,q ET Ḃsp,q

C e chapitre contient les définitions des espaces de Besov, Triebel-Lizorkin et de type

de Besov, en utilisant les séries de Littlewood-Paley qui se basent sur la décomposi-

tion de l’unité d’une fonction f ∈ S ′(Rn).

Nous allons donné la preuve de certaines propositions et inclusions. Pour plus de détail nous

référons aux [10, 11] pour les espaces de Besov et Triebel-Lizorkin et à [13] pour l’espace de

type de Besov .
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1.1. LA DÉCOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY 9

1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

La décomposition de littlewood-Paley est une technique très utile dans la définition

des espaces fonctionnels en général, en particulier les espaces de Besov.

1.1.1 Une partition de l’unité

Définition 1.1. (Fonction cut-off) Une fonction ρ est dite (cut-off) si elle est :ρ ∈ C∞(Rn), posi-

tive et radiale sur Rn, telle que :
ρ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1

0 < ρ(ξ) < 1 si 1 < |ξ| < 3
2

ρ(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 3
2
.

Soit γ la fonction définie par : γ(x) := ρ(x)− ρ(2x). γ ∈ D(Rn), positive et radial á support

compact dans (Rn \ 0) telle que

∑
j∈Z

γ
(
2jξ
)

= 1 ∀ξ ∈ Rn \ {0} (1.1)

et

ρ(ξ) +
∑
j≥1

γ
(
2−jξ

)
= 1 ∀ξ ∈ Rn. (1.2)

La formule (1.1) est appelée une partition homogène de l’unité.

La fontion γ est portée par la couronne 1
2
≤ |x| ≤ 3

2

(
avec suppγ ∈

{
ξ ∈ Rn : 1

2
≤ |ξ| ≤ 3

2

})
.

1.1.2 Les séries de Littlewood-Paley

Maintenant on définit les opérateurs de convolution Sj : S
′
(Rn) −→ C∞(Rn)

et Qj : S
′
(Rn) −→ C∞(Rn) par :

Qjf(x) = F−1(γ(2−j.)) ∗ f(x) , j ≥ 1

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.1. LA DÉCOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY 10

Skf(x) = F−1(ρ(2−k.)) ∗ f(x) , k ≥ 0.

C’est-à-dire

F(Qjf)(ξ) = γ(2−jξ).f̂(ξ) , j ≥ 1

F(Skf)(ξ) = ρ(2−kξ).f̂(ξ) , k ≥ 0.

Théorème 1.1. Pour toute fonction f∈ S ′(Rn) on a :

f = Skf +
∑
j≥k+1

Qjf ∀k ∈ N (1.3)

La formule (1.3) est appelée la série de Littlewood-Paley non homogène de la fonction f.

Pour k=0 on a :

f = S0f +
∑
j≥1

Qjf

En posant Q0 = S0 on a

f =
∑
j≥0

Qjf. (1.4)

On obtient aussi

Skf +
∑
j≥k+1

Qjf =
k∑
j=0

Qjf +
∑
j≥k+1

Qjf.

Alors il découle

Skf =
k∑
j=0

Qjf

La série (1.4) converge au sense des distributions tempérées,voir [6]

Remarque 1.1. Pour tout k ∈ N∗ et j ∈ N on a :

suppF(Qjf) ⊂ supp γ(2−j.)

et

suppF(Skf) ⊂ supp ρ(2−k.).

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 11

Soit f ∈ S ′ et a > 0, on définit les opérateurs maximaux associés aux Qj et Sk par :

Q∗,aj f(x) = sup
y∈Rn

|Qjf(x− y)|
(1 + 2j|y|)a

et S∗,ak f(x) = sup
y∈Rn

|Skf(x− y)|
(1 + 2k|y|)a

.

1.2 Les espaces de Besov

1.2.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 1.2. Soient s ∈ R et p, q ∈ ]0,+∞] . L’espace de Besov noté Bs
p,q(Rn) est l’ensemble

de toutes les fonctions f ∈ S ′(Rn) telles que ‖f‖Bsp,q(Rn) <∞ , avec

‖f‖Bsp,q(Rn) = ‖S0f‖p +

(∑
j≥1

(2sj ‖Qjf‖p)
q

) 1
q

<∞ .

Remarque 1.2. Pour tout s ∈ R nous avons

‖f‖Bs∞,q(Rn) =

(∑
j≥0

2sjq
(

sup ess
x∈Rn

|Qjf(x)|
)q) 1

q

∀ 0 < q <∞

‖f‖Bsp,∞(Rn) = sup
j≥0

2sj

∫
Rn

|Qjf(x)|p dx

 1
p

 ∀ 0 < p <∞

‖f‖Bs∞,∞(Rn) = sup ess
j≥0

2sj
(

sup
x∈Rn
|Qjf(x)|

)
.

Proposition 1.1. Les espaces Bs
p,q(Rn) sont des quasi-Banach pour 0 < p, q < 1 , et des Banach pour

p, q ∈ [1,+∞] .

1.2.2 Cas particuliers

1. B0
p,p(Rn) = F 0

p,p(Rn) = Lp(Rn), 1 ≤ p <∞ .

2. Bs
p,p(Rn) = F s

p,p(Rn) (L’espace de Lizorkin-Triebel), 1 ≤ p <∞.

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 12

3. Bm
p,p(Rn) = Fm

p,p(Rn) = Wm
p (Rn), m ∈ N∗ et 1 ≤ p <∞ .

Soient p ∈ [1,∞[ et m ∈ N∗ . L’espace de Sobolev Wm
p (Rn) est l’ensemble de toutes

les fonctions f ∈ Lp(Rn) telles que ∂αf ∈ Lp(Rn) pour tout α, |α| ≤ m .

L’espace de Sobolev est normé par ‖f‖Wm
p (Rn) =

∑
|α|≤s
‖∂αf‖p .

4. Bs
p,p(Rn) = F s

p,p(Rn) = W s
p (Rn), s > 0, s /∈ N et 1 ≤ p <∞ .

W s
p (Rn) est L’espace de Slobodeckij .

Soient p ∈ [1,∞[ , s ∈ ]0,∞[ non entier et m ∈ N tels que s ∈ ]m,m+ 1[ .

L’espace de Slobodeckij est l’espace de toutes les fonctions f ∈ Wm
p (Rn) telles que

‖f‖W s
p (Rn) = ‖f‖Wm

p (Rn) +
∑
|a|=m

(∫
Rn×Rn

|∂αf(x)− ∂αf(y)|p

|x− y|n+(m+1−s)p dxdy

) 1
p

<∞.

5. Bs
2,2(Rn) = Hs

2(Rn) (espace de Bessel).

Soient s ∈ R .L’espace Hs
2 est l’ensemble de toutes les fonctions f ∈ S

′
(Rn) telles que

F−1
[
(1 + |ξ|2) s2Ff(ξ)(.)

]
soit une distribution régulière et

‖f‖Hs
p(R

n) =

∥∥∥∥F−1 [(1 + |ξ|2)
s
2Ff(ξ)(.)

]∥∥∥∥
p

<∞

.

6. Bm
∞,∞(Rn) = Zm(Rn), m ∈ N .Zm(Rn) désigne l’espace de Zygmund .

Soit m ∈ N∗ .L′espace Zm(Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions f ∈ Cm−1(Rn) telles

que

‖f‖Zm(Rn) <∞ . avec

‖f‖Bm∞,∞(Rn) = ‖f‖Cm−1(Rn)+max
|α|=m

sup
h6=0

sup
x∈Rn

|∂αf(x+ 2h)− 2f∂α(x+ h) + ∂αf(x)|
|h|

= ‖f‖Zm(Rn) .

7. Bs
∞,∞(Rn) = Cs(Rn), s > 0 et s /∈ N. Cs(Rn) désigne l’espace de Hölder .

Soient m ∈ N. et s ∈ ]m,m+ 1[ . L′espace Cs(Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 13

f ∈ Cm(Rn) telles que

‖f‖Cs(Rn) = ‖f‖Cm(Rn) +
∑
|α|=m

sup
x 6=y

|∂αf(x)− ∂αf(y)|
|x− y|s−m

<∞.

1.2.3 Quasi- normes équivalentes

On définit maintenant autres quasi-normes dans l’espace de Besov .

Définition 1.3. Soient f une fonction arbitraire et h ∈ Rn . On pose

∆m
h f(x) =

m∑
l=0

(ml ) (−1)lf(x+ (m− l)h), m = 1, 2, 3, ... .

on a ∆1
hf(x) = f(x+ h)− f(x) et ∆m+1

h f(x) = ∆1
h(∆

m
h f(x)), m = 1, 2, 3... .

Théorème 1.2. Soient m ∈ N , 0 < s < m et p, q ∈ [1,∞] . Alors

Bs
p,q(Rn) =

{
f ∈ S ′(Rn) : ‖f‖p +

(∫
Rn
|h|−sq ‖∆m

h f‖
q
p

dh

|h|n
) 1

q

<∞

}
pour q <∞,

et

Bs
p,∞(Rn) =

{
f ∈ S ′(Rn) :

(
‖f‖p + sup

h∈Rn
|h|−s ‖∆m

h f‖p
dh

|h|n
)
<∞

}
.

Dans le sens des quasi-normes équivalentes dans l’espace Bs
p,q .

On peut remplacer
∫
Rn
...dh par

∫
|h|<a

...dh , pour tout a > 0, car la partie
∫
|x|≥a

...dh est majoreé par

‖f‖p .

Preuve Voir [10].

Soient Φ0,Φ ∈ S(Rn) tele que

|(FΦ0)(ξ)| > 0 sur {|ξ| < 2ε},

|(FΦ)(ξ)| > 0 sur {ε
2
< |ξ| < 2ε},

pour certain ε > 0, et

Dα(FΦ)(0) = 0, pour tout ‖α‖`(N) < R,

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 14

avec φ0(ξ) +

∫ 1

0

φ(tξ)
dt

t
= 1 ∀ξ ∈ Rn .

On note

Φk = 2knΦ(2k.), k ∈ N et Φt =
1

tn
Φ(t−1.), t > 0

Théorème 1.3. Soient s ∈ R, 0 < p, q <∞, a > n
p
et R + 1 > s.

L’espace Bs
p,q(Rn) peut être caractérisé par

Bs
p,q =

{
f ∈ S ′(Rn) : ‖f‖(i) <∞

}
, i = 1, 2, 3, 4,

avec

‖f‖(1) = ‖Φ0 ∗ f‖p +

(∫ 1

0

t−sq ‖(Φt ∗ f)‖qp
dt

t

) 1
q

.

‖f‖(2) = ‖(Φ∗0f)a‖p +

∫ 1

0

t−sq

∥∥∥∥∥ sup
z∈Rn

|(Φt ∗ f)(.+ z)|
(1 + |z|

t
)a

∥∥∥∥∥
q

p

dt

t

 1
q

.

‖f‖(3) =

(
∞∑
K=0

2sqk
∥∥∥∥sup
z∈Rd

|(Φk ∗ f)(.+ z)|
(1 + 2k |z|)a

∥∥∥∥q
p

) 1
q

.

‖f‖(4) =
∥∥∥{2sk ‖Φk ∗ f‖p

}
k

∥∥∥
`q(N)

.

Les quasi-normes ‖.‖(1) , ‖.‖(2) , ‖.‖(3) , ‖.‖(4) Sont équivalentes dans Bs
p,q.

Preuve Voir [9]

1.2.4 Inclusions

Définition 1.4. Soit (X, ‖.‖X), (Y, ‖.‖Y ) deux espace quasi-Banach. On dit que X s’injecte dans

Y et on écrit X ↪→ Y si X ⊆ Y et l’application identique définie de X dans Y est continue,

c’est-à-dire il existe une constante C telle que pour toute fonction f ∈ X on a

‖f‖Y ≤ C ‖f‖X .

Proposition 1.2. Soint s ∈ R et 0 < q1 ≤ q2 ≤ ∞. Alors

Bs
p,q1

(Rn) ↪→ Bs
p,q2

(Rn)

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov



1.2. LES ESPACES DE BESOV 15

Proposition 1.3. Soient s ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞. Alors

Bs+α
p,q (Rn) ↪→ Bs

p,q(Rn), α > 0.

Proposition 1.4. Soient 0 < p1 < p2 ≤ ∞ et s, t ∈ R (avec : s > t) et tel que

s− n
p1

= t− n
p2
. Alors

Bs
p1,q

(Rn) ↪→ Bt
p2,q

(Rn).

Proposition 1.5. Soient 0 < q ≤ ∞ , 1 ≤ p ≤ ∞ et s ∈ ]0,+∞[ . Alors :

Bs
p,q(Rn) ↪→ Lp(Rn).

Proposition 1.6. Soient s ∈ R et p, q ≥ 1. ∀α ∈ Nn . L’opérateur de dérivation ∂α envoie continument

Bs
p,q(Rn) dans Bs−|α|

p,q (Rn).

Autrement dit, si f ∈ Bs
p,q(Rn). Alors ∂αf ∈ Bs−|α|

p,q (Rn).

En particulier,f ∈ Bs
p,q(R)⇒ f ′ ∈ Bs−1

p,q (R).

Proposition 1.7. Soient s ∈ R, 1 ≤ p, r, q ≤ ∞, si s > n
p
− n

r
ou s = n

p
− n

r
et q = 1,

Alors :

Bs
p,q(Rn) ↪→ Lr(Rn).

Proposition 1.8. Soient s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞,

Alors :

S(Rn) ↪→ Bs
p,q(Rn) ↪→ S ′(Rn).

Pour la preuve de toutes ces propositions on peut voir [10, 7, 1, 8].

Nous allons maintenant définir l’espaces de Besov homogène et non homogène.

Définition 1.5. (L’espace S ′∞(Rn) )

Soient f, h, k... ∈ S ′(Rn),

On pose [f ] = {g : g = f + p, p est un polynôme arbitraire }, on définit l’espace des distribu-

tions modulo les polynôme S ′∞ comme suivante :

Univ.M’sila Dilatations dans les espaces de Besov
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S
′
∞(Rn) = { [0], [f ], [h], [k]...} telle que

[0] est un classe des polynômes .

[f ], [h], [k]... sont des classes des fonctions.

Définition 1.6. Soint s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q <∞, l’espace de Besov homogène noté

Ḃs
p,q(Rn) est l’ensemble des toutes les fonctions f ∈ S ′∞(Rn) telle que :

‖f‖Ḃsp,q(Rn) =


(∑
j∈Z

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

<∞.

sup
j∈Z

2js ‖Qjf‖p <∞ pour q =∞.

Proposition 1.9. Pour s > 0 , l’espace de Besov non homogène Bs
p,q(Rn) est l’ensemble des fonctions

f ∈ Lp(Rn), telles que [f ] ∈ Ḃs
p,q(Rn), avec

‖f‖Bsp,q(Rn) = ‖f‖p + ‖f‖Ḃsp,q(Rn) .

Preuve Voir [11].

1.3 Les espaces de Lizorkin-Triebel

Définition 1.7. Soient s ∈ R, 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞. L’espace de Lizorkin-Triebel F s
p,q est

l’ensemble des f ∈ S ′ telles que

‖f‖F sp,q(Rn) =



∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

2sjq |Qjf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

< +∞ pour q 6=∞.∥∥∥∥sup
j≥0

(2sj |Qjf |)
∥∥∥∥
p

< +∞ pour q =∞.

Proposition 1.10. Soient s ∈ R et 0 < q ≤ ∞. Alors :

1. F s
p,q est un espace quasi-Banach (espace de Banach si min(p, q) ≥ 1).

2. F 0
p,2 = Lp(Rn) si 1 < p <∞.

3. Fm
p,2 = Wm

p (Rn) si 1 < p <∞,m ∈ N∗. ( Wm
p (Rn) est l’espace de Sobolev ).
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4. F s
p,2 = Hs

p(Rn) pour s ∈ R et 1 < p <∞ où Hs
p est l’espace des potontiels de Bessel des

f ∈ S ′ telles que

‖f‖Hs
p

=
∥∥∥F−1((1 + |ξ|2)

s
2 f̂(ξ))

∥∥∥
p
< +∞.

5. F s
p,p = Bs

p,p(Rn) si 1 ≤ p <∞.

Preuve Voir [4].

Proposition 1.11. Soient s0, s1, s ∈ R, 0 < q0, q1, q ≤ ∞ et 0 < p0, p1, p <∞. Alors :

1. F s0
p,q0

↪→ F s1
p,q1

si s0 > s1.

2. F s
p,q0

↪→ F s
p,q1

si q0 ≤ q1.

3. F s0
p0,q0

↪→ F s1
p1,q1

si s0 − n
p0

= s1 − n
p1
et 0 < p0 < p1 <∞.

Preuve Voir [?].

Proposition 1.12. .

(iv) Soient 0 < p0 < p <∞, s0 − n
p0
≥ s− n

p
et 0 < q, r ≤ ∞. Alors

F s0
p0,q

↪→ F s
p,r .

(v) Soient s ∈ R, 0 < p <∞, 0 < q0 ≤ q1 ≤ ∞ et ε > 0. Alors

S ↪→ F s+ε
p,∞ ↪→ F s

p,q0
↪→ F s

p,q1
↪→ S ′ .

Définition 1.8. Soient 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, a ≥ n/min(p, q) et s ∈ R. Alors

F s
p,q =

f ∈ S ′ : ‖f‖F sp,q =

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

2sjq(Q∗,aj f)q

) 1
q

∥∥∥∥∥∥
p

< +∞

 ,

(avec une modification si q =∞ ) au sens des quasi normes équivalentes .

Proposition 1.13. ...
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(i) Soient s ∈ R, 0 < p <∞ et 0 < u, v, q ≤ ∞, Alors

Bs
p,u ↪→ F s

p,q ↪→ Bs
p,v

pour toute u et v tels que

0 < u ≤ min(p, q) et max(p, q) ≤ v ≤ ∞.

(ii) Soient 0 < p0 < p < p1 ≤ ∞, s ∈ R, s0 − (n/p0) = s− (n/p) = s1 − (n/p1) et

0 < u, v, q ≤ ∞, Alors

Bs0
p0,u

↪→ F s
p,q ↪→ Bs1

p1,v

pour toute u et v tels que

0 < u ≤ p ≤ v ≤ ∞.

Preuve Voir [8] ou [10].

1.4 Les espaces de type de Besov

1.4.1 Définitions

Définition 1.9. Soient v := (v1, v2, ..., vn) ∈ Zn et K ∈ Z, le cube dyadique de longueur de côté

2−k est la partie de Rn définie par

Pk,v :=
{
x ∈ Rn : vj ≤ 2kxj < vj + 1, j = 1, 2, ..., n

}
.

Proposition 1.14. Pour tout k ∈ Z, on a Rn =
⋃
v∈Zn

Pk,v .

preuve

Pour tout x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn et k ∈ Z, nous avons

2k [xj] ≤ 2kxj < 2k([xj] + 1), (j = 1, ..., n). (1.5)

Pour k fixé, [xj] est le seul entier vérifiant (1.5), autrement dit chaque point x ∈ Rn est

contenu dans un seul cube dyadique de longueur de côté 2−k.
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Lemme 1.1. On a la propriétés suivantes :

les coins d’un cube dyadique de longueur de côté sont dans 2−kZn.

Définition 1.10. Soient 0 < p, q ≤ ∞ et s, τ ∈ R. L’espace de type de Besov noté Bs,τ
p,q (Rn) est

l’ensemble des f ∈ S ′(Rn) ,telles que ‖f‖Bs,τp,q (Rn) <∞ où

‖f‖Bs,τp,q (Rn) := sup
k∈Z

sup
v∈Zn

2nτk

∑
j≥k+

2sjq

{∫
Pk,v

|Qjf(x)|p dx

} q
p

 1
q

,

avec la modification usuelle pour p =∞ (q =∞).

Remarque 1.3. L’espace Bs,τ
p,q (Rn) est un quasi-Banach pour 0 < p < 1 ou 0 < q < 1 et de

Banach pour p, q ≥ 1.

Remarque 1.4. Les espaces Bs
p,q(Rn) et Bs,τ

p,q (Rn) sont indépendants du choix de la fonction

ρ, si on choisit une autre fonction avec les mêmes propriétés que ρ on obtient des quasi-normes

équivalentes à celles qui sont définies par ρ.

Exemple 1.1. Soit r > 0 si on choisit la fonction ρr(x) telle que ρr(x) = 0 si |x| ≥ 3r/2 et

ρr(x) = 1 si |x| ≤ r, et on pose γr(x) := ρr(x)− ρr(2x) qui est porté par l’ensemble

r/2 ≤ |x| ≤ 3r/2.

On obtient pour tout f ∈ S(Rn)(resp. S ′(Rn)

Sr,kf = F−1(ρr(2k.)) ∗ f k = 0, 1, 2...

Qr,jf = F−1(γr(2j.)) ∗ f j = 0, 1, 2...

tel que Qr,0 = Sr,0.

Donc f =
∑
j≥0

Qr,jf dans S(Rn)(resp.S ′(Rn)).

Si on remplaçons Qj par Qr,j (j = 0, 1, 2...) dans les définitions de ‖.‖Bsp,q(Rn) , ‖.‖Bs,τp,q (Rn) nous

obtenons des quasi-normes équivalentes dans Bs
p,q(Rn), Bs,τ

p,q (Rn) respectivement.
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1.4.2 Les espaces de type de Besov homogènes

P∞(Rn) désigne l’ensemble de tous les polynômes de Rn, S∞(Rn) est l’ensemble des

u ∈ S(Rn) telle que 〈f, u〉 = 0 pour tout f ∈ P∞(Rn). le dual de S∞(Rn) est appelé l’espace des

distributions modulo les polynômes noté S ′∞(Rn).

Définition 1.11. Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞ et s, τ ∈ R. L’espace de type de Besov homogène Ḃs,τ
p,q (Rn)

est l’ensemble des distributions modulo les polynômes f telle que ‖f‖Ḃs,τp,q (Rn) <∞, où

‖f‖Ḃs,τp,q (Rn) := sup
k∈Z

sup
v∈Zn

2nτk

 ∞∑
j=k

{∫
Pk,v

(2sj |Qjf(x)|)pdx

} q
p

 1
q

,

Remarque 1.5. ...

ã ‖f‖Ḃs,τp,q (Rn) = 0 ssi f ∈ P∞(Rn). L’espace quotient Ḃs,τ
p,q (Rn)/P(Rn) est un espace de Banach,

il sera noté Ḃs,τ
p,q (Rn) et ses éléments [f ]∞ = f + P∞(Rn) où f ∈ Ḃs,τ

p,q (Rn) seront notés f .

ã Ḃs,0
p,q(Rn) = Ḃs

p,q(Rn) ,où Ḃs
p,q(Rn) est l’espace de Besov homogène.

ã Si τ < 0 alors Ḃs,τ
p,q (Rn) = P∞(Rn).

1.4.3 Quasi-normes équivalentes

Définitions équivalentes

Définition 1.12. Soient s ∈ R, τ ∈ [0,∞] et 0 < p, q ≤ ∞.

L’espace Bs,τ
p,q (Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f‖Bs,τp,q (Rn) = sup
BJ

1

|BJ |τ

∑
j≥J+

2jsq ‖Qjf‖qLp(BJ )

 1
q

<∞,

où le sup est prise sur tout J ∈ Z et toutes les boules BJ de Rn de rayon 2−J .

Proposition 1.15. Soient 0 < p, q ≤ ∞ et τ, s ∈ R

(1) Si τ < 0 alors Bs,τ
p,q (Rn) = {0} .

(2) Bs,0
p,q(Rn) = Bs

p,q(Rn).

(3) si ( τ > 1/p et 0 < q <∞ ) ou (τ = 1/p et q =∞ ) alors

Bs,τ
p,q (Rn) = Bs+nτ−(n/p)

∞,∞ (Rn).
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Preuve Voir [13] et [12]

Remarque 1.6. L’espace Bs+nτ−(n/p)
∞,∞ (Rn) est l’espace de Hölder .

1.4.4 Inclusions

Définition 1.13. Soient 0 < p ≤ ∞ et 0 ≤ τ <∞ ,l’espace de type de Lebesgue noté Lτp(Rn) est

l’ensemble des fonctions mesurables f telles que

‖f‖LτP (Rn) = sup
k∈{Z\N}

sup
v∈Z

2nτk ‖f‖Lp(Pk,v) <∞.

Remarque 1.7. Si on remplace k ∈ {Z\N} par k ∈ N et on considère l’ensemble T des fonctions

f telles que

sup
k∈N

sup
v∈Zn

2nτk ‖f‖Lp(Pk,v) <∞,

Alors T = {0} .

Proposition 1.16. Soient s ∈ R, 0 ≤ τ <∞ et 0 < p, q ≤ ∞, avec p <∞ dans le cas de Lizorkin-

Triebel.

(I) Soient ε > 0 et 0 < q1, q2 ≤ ∞. Alors

Bs,τ
p,q1

(Rn) ↪→ Bs,τ
p,q2

(Rn) si q1 ≤ q2,

Bs+ε,τ
p,q1

(Rn) ↪→ Bs,τ
p,q2

(Rn)

Bs,τ
p,min(p,q)(R

n) ↪→ F s,τ
p,q (Rn) ↪→ Bs,τ

p,max(p,q)(R
n).

Où F s,τ
p,q (Rn) est l’espace de type de Lizorkin-Triebel.

(II) Soient 0 < p0 < p1 ≤ ∞ et −∞ < s1 < s0 <∞. Alors

Bs0,τ
p0,q

(Rn) ↪→ Bs1,τ
p1,q

(Rn) si s0 −
n

p0
= s1 −

n

p1
.

(III) Si 1 ≤ p ≤ ∞. Alors

B0,τ
p,1 (Rn) ↪→ F 0,τ

p,1 (Rn) ↪→ Lτp(Rn).

(IV) Soient 0 < p1 ≤ p2 ≤ ∞. Alors

B
s,τ+

1
p2
− 1
p1

p2,q (Rn) ↪→ Bs,τ
p1,q

(Rn).

Preuve. Voir [3, 13]
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CHAPITRE 2

DILATATION DANS LES ESPACES
Bsp,q ET F sp,q ET Ḃsp,q

D ans ce chapitre, nous allons rappeler quelque propriété et on estimer la norme de

l’opérateur de dilatation hλ dans certaines espaces (Bs
p,q, F

s
p,q...) .

2.1 Quelques définitions et inégalités principales

Définition 2.1. Soit λ > 0 , on définit l’opérateur de dilatation hλ comme suit :

hλf(x) = f(λx), ∀x ∈ Rn.

Inégalité de Young

Proposition 2.1. Soient p, q, r ∈ [1,+∞] tels que 1+
1

r
=

1

p
+

1

q
.Alors pour f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lq (Rn)

ona f ∗ g ∈ Lr (Rn) et

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Preuve

Soit l’opérateur Tg(f) = f ∗ g telle que g ∈ Lq(Rn)

On a |Tg(f)(x)| ≤
∫
Rn
|f(x− y)| . |g(y)| dy

≤ ‖f(x− .)‖q′‖g‖q

≤ ‖g‖q‖f‖q′

⇒ ‖Tg‖∞ ≤ ‖g‖q‖f‖q′

22
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⇒ Tg : Lq
′ → L∞

et on a ‖Tg‖q = ‖f ∗ g‖q

≤


∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− y)| . |g(y)| dy

)
︸ ︷︷ ︸

h(x)

q

dx


1
q

= sup
‖ψ‖q′≤1

(∫
Rn
h(x)ψ(x)dx

)
≤ sup
‖ψ‖q′≤1

∫
Rn
|f(y)|

∫
Rn
|g(x− y)|.ψ(x)dxdy

≤ sup
‖ψ‖q′≤1

∫
Rn
|f(y)| .‖g(.− y)‖q.‖ψ‖q′dy

≤ ‖g‖q‖f‖1

⇒ Tg : L1 → Lq

Alors Tg : Lq
′ → L∞

et Tg : L1 → Lq

Par le théorème d’interpolation de Riesz-Thorin

On a Tg : Lp → Lr telle que

‖Tg(f)‖r ≤ ‖g‖
1−θ
q ‖g‖θq ‖f‖p

≤ ‖g‖q‖f‖p

où 1
p

= 1−θ
q′

+ θ
1

et 1
r

= 1−θ
∞ + θ

q
⇒ 1

r
= θ

q

donc 1
p

= (1− θ)(1− 1
q
) + θ

Alors 1
r

+ 1 = 1
p

+ 1
q
.

Inégalité de Hausdorff-Young

On a F(f)(ξ) =

∫
Rn
e−ixξf(x)dx, f ∈ L1(Rn), ξ ∈ Rn.

⇒ |F(f)(ξ)| ≤
∫
Rn
|f(x)| dx, ∀ξ ∈ Rn

⇒ ‖F(f)‖∞ ≤ ‖f‖1

(F : L1(Rn)→ L∞(Rn))

Et on a l’inégalité de Persoval ‖F(f)‖2 = (2π)
n
2 ‖f‖2

(F : L2(Rn)→ L2(Rn)).

La transformée de Fourier est une application linéaire donc nous appliquons
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le théorème de Riesz-Thorin.

On a F : Lp(Rn)→ Lq(Rn), avec 1
p

= (1− θ) + θ
2

et 1
q

= 1−θ
∞ + θ

2
.

⇒ 1
p

+ 1
q

= 1

Alors q = p
′ (p′ est l’exposant conjugué de p) et ‖F(f)(f)‖p′ ≤ (2λ)(n/p

′)‖f‖p.

(F : Lp(Rn)→ Lp
′
(Rn)).

Remarque 2.1. ...

∀λ > 0 F(hλQjf)(ξ) = λ−nF(Qjf)(λ−1ξ) j ∈ N0 .

Il suffit de faire un changement de variable

2.2 Les dilatations dans les espaces de Besov, Lizorkin-Triebel
et de type de Besov

Théorème 2.1. Soit s > 0, p, q ∈ [1,+∞] .

L’opérateur hλ est borné sur Bs
p,q est sa norme est majorée par cλ−n/p (sup(λ, 1))s .

Peuve

Par la formule (1.4) on a f =
∑
j≥0

Qjf . On choisit N ∈ Z tel que 2N ≤ λ < 2N+1

( N > 0 pour λ > 1 et N < 0 pour λ < 1 ) et on a

suppF (Qjf) ⊂
{
ξ ∈ Rn : 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1 ∀j ≥ 1

}
d’où suppF (hλQjf) ⊂

{
ξ ∈ Rn : λ2j−1 ≤ |ξ| ≤ λ2j+1 ∀j ≥ 1

}
⊂
{
ξ ∈ Rn : 2N+j−1 ≤ |ξ| ≤ 2N+j+2 ∀j ≥ 1

}
et suppF (hλQ0f) ⊂

{
ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 2N+2

}
.

Donc on trouve

Qk(hλQjf) 6= 0 si j ∈ N, k ≤ 1 et k ∈ {N + j − 1, j +N,N + j + 1} . (2.1)

Q0(hλQjf) = 0 si j ≥ 2. (2.2)
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a) Le cas λ > 1

||hλf ||Bsp,q =

∥∥∥∥∥∑
j≥0

hλQjf

∥∥∥∥∥
Bsp,q

≤ ‖hλQ0f‖Bsp,q +

∥∥∥∥∥∑
j≥1

hλQjf

∥∥∥∥∥
Bsp,q

Je vais commencer par le therme

∥∥∥∥∥∑
j≥1

hλQjf

∥∥∥∥∥
Bsp,q

||
∑
j≥1

hλ (Qjf)||Bsp,q =

(∑
k≥0

2skq||
∑
j≥1

Qk(hλQjf)||q
p

) 1
q

≤

∥∥∥∥∥∑
j≥1

Q0(hλQjf)

∥∥∥∥∥
p︸ ︷︷ ︸

I1

+

(∑
k≥1

2skq||
∑
j≥1

Qk(hλQjf)||q
p

) 1
q

︸ ︷︷ ︸
I2

Estimation de I1

I1 ≤ ‖Q0(hλQ1f)‖p +

∥∥∥∥∥∑
j≥2

Q0(hλQjf)

∥∥∥∥∥
p︸ ︷︷ ︸

=0∥∥∥∥∥∑
j≥2

Q0(hλQjf)

∥∥∥∥∥
p

= 0 car supp F(Q0(hλQjf)) = φ pour j ≥ 2.

Par l’inégalité de Young

I1 ≤ c ‖hλQ1f‖p

≤ cλ
−n
p ‖Q1f‖p

≤ cλ
−n
p

+s ‖Q1f‖p

≤ cλ
−n
p

+s

(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖
q

p

) 1
q

≤ cλ
−n
p

+s ‖f‖Bsp,q .

Estimation de I2

I2 = (
∞∑
k=1

2skq

∥∥∥∥∥
j=k−N+1∑
j=k−N−2

Qk(hλQjf)

∥∥∥∥∥
q

p

)
1
q

On pose j − k +N = i, on a alors
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I2 =

 ∞∑
k=1

2skq

∥∥∥∥∥
1∑

i=−2

Qk(hλQk−N+i
f)

∥∥∥∥∥
q

p

 1
q

≤
1∑

i=−2

(∑
k≥1

2skq
∥∥Qk(hλQk−N+i

f)
∥∥q
p

) 1
q

Par l’inégalité de Young ≤ c
1∑

i=−2

(∑
k≥1

2skq
∥∥hλ(Qk−N+i

f)
∥∥q
p

) 1
q

On pose m = k −N + i

I2 ≤ c

1∑
i=−2

( ∑
m≥i+1−N

2(m+N−i)qs ‖hλ(Qmf)‖qp

) 1
q

≤ c

(∑
m≥0

2(m+N)qs ‖hλ(Qmf)‖qp

) 1
q

≤ c(
∑
m≥0

2(m+N)qs ‖Qmf(λ.)‖qp)
1
q

≤ cλ
−n
p .2Ns

(∑
m≥0

2mqs ‖Qmf‖qp

) 1
q

car 2Ns ≤ λS

≤ cλ
−n
p

+s ‖f‖Bsp,q .

Donc ∥∥∥∥∥∑
j≥1

hλQjf

∥∥∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ I1 + I2 ≤ cλ
−n
p

+s ‖f‖Bsp,q(Rn) .

Il reste à estimer la norme de hλ(Q0f) ,on applique l’inégalité de Young ,nous avons

‖Qj(hλQ0f)‖p ≤ c ‖hλQ0f‖p

= cλ−
n
p ‖Q0f‖p

≤ c′λ−
n
p ‖f‖Bsp,q

d’où ‖hλ(Q0f)‖Bsp,q ≤ c

(
N+2∑
j=0

2sjq ‖Qj(hλQ0f)‖qp

) 1
q

≤ c′λ−
n
p ‖f‖Bsp,q

(
N+2∑
j=0

2sjq

) 1
q

.

Finalement (
N+2∑
j=0

2sjq)
1
q est équivalente à λs pour s > 0 , et à (1 + log λ)

1
q pour s = 0, car
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Pour s > 0 on a (
N+2∑
j=0

2sjq

)
=

2sq(N+3) − 1

2sq − 1
≥ 2sq(N+2).2sq

2sq

≥ 2sq(N+1) > λsq.

Pour s = 0 on a
N+2∑
j=0

1 = N + 3, et

λ < 2N+1 ⇒ 22λ < 2N+3

⇒ 2 log 2 + log λ < (N + 3) log 2

⇒ 1 + log λ < c(N + 3).

b) Le cas λ < 1

‖hλf‖Bsp,q ≤

∥∥∥∥∥ ∑
j≥−N

hλ(Qjf)

∥∥∥∥∥
Bsp,q

+

∥∥∥∥∥ ∑
j<−N

hλ(Qjf)

∥∥∥∥∥
Bsp,q

≤ I4 + I5

Estimation de I4 : ( Nous allons d’estimer comme dans le cas ||
∑
j≥1

hλ(Qjf)||Bsp,q )

I4 =

∥∥∥∥∥ ∑
j≥−N

hλ(Qjf)

∥∥∥∥∥
Bsp,q

≤ c

(∑
j≥−N

2sq(j+N) ‖hλ(Qjf)‖qp

) 1
q

≤ c′λs−
1
q

(∑
j≥−N

2sjq ‖Qjf‖qp

)n
p

≤ c′′λs−
n
p ‖f‖Bsp,q .

I5 =

∥∥∥∥∥ ∑
j<−N

hλ(Qjf)

∥∥∥∥∥
Bsp,q

=

 2∑
k=0

2skq

∥∥∥∥∥Qk(
∑
j<−N

hλQjf)

∥∥∥∥∥
q

p

 1
q

d’apres 2.2

≤ c

∥∥∥∥∥ ∑j<−N Qk(hλQjf)

∥∥∥∥∥
p

Par l’inégalité de Young ≤ c1

∥∥∥∥∥ ∑j<−N hλQjf

∥∥∥∥∥
p

≤ c2λ
−n
p
∑

j<−N
‖Qjf‖p

Nous appliquons l’inégalité de Hölder où (1
q

+ 1
q′

= 1)

≤ c3λ
−n
p (
∑
j<−N

2−sjq
′
)

1
q′ (
∑
j<−N

2sjq ‖Qjf‖qp)
1
q
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≤ c4λ
−n
p ‖f‖Bsp,q (

∑
j<−N

2−sjq
′
)

1

q
′

On a la série (
∑

j<−N
2−sjq

′
)

1
q′ est équivalent à c pour s > 0 et équivalent à (1 + |logλ|)

1
q′

pour s = 0 car :

pour s = 0 on a
∑

j<−N
2−sjq

′
= (1−N)

Et on a

2N ≤ λ < 2N+1

⇒ N ≤ log λ

log 2
< (N + 1)

⇒ (−N − 1) <
| log λ|
log 2

≤ −N

⇒ −N < 1 +
| log λ|
log 2

Donc (N − 1) ≤ (1 + 1 +
| log λ|
log 2

)

≤ c(1 + |logλ|)

Remarque 2.2. Pour q =∞

‖hλf‖Bsp,∞ = sup
j≥0

(
2sj ‖Qjhλf‖p

)
≤ λ−

n
p sup
j≥0

(
2sj ‖Qjf‖p

)
≤ λ−

n
p ‖f‖Bsp,∞

Proposition 2.2. Soit p, q ∈ [1,+∞] .

l’opérateur hλ est borné sur B0
p,q est sa norme est majorée par cλ−

n
p (1 + | log λ|)β où β = 1

q

pour λ > 1 et β = 1− 1
q

pour λ < 1.

Corollaire 2.1. Soient 2 ≤ p ≤ +∞ et 1 ≤ q ≤ +∞ et p′ < r ≤ +∞ ; si f ∈ B0
p,q et f̂ ∈ Lr

on a pour λ > 1, ‖hλf‖B0
p,q
≤ cλ−

n
p

(
‖f‖B0

p,q
+
∥∥∥f̂∥∥∥

r

)
.
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Peuve

Premièrement on estimer ‖Qj(δλS0f)‖p ; l’hypothèse p ≤ 2 permet d’utiliser l’inégalité de

Hausdorff-Young on a donc

‖Qj(hλS0f)‖p ≤ c ‖F(Qj(hλS0f))‖p′

≤ c
∥∥γ(2−jξ)F(hλS0f)

∥∥
p′

≤ cλ−n
∥∥∥∥γ(2−jξ)F(S0f)(

ξ

λ
)

∥∥∥∥
p′

≤ cλ−n
∥∥∥∥γ(2−jξ)ρ(

ξ

λ
)f̂(

ξ

λ
)

∥∥∥∥
p′

≤ cλ−n

∫
Rn

∣∣∣∣γ(2−jξ)ρ(
ξ

λ
)f̂(

ξ

λ
)

∣∣∣∣p′dξ
 1

p′

on pose
ξ

λ
= t =⇒ dξ = λndt

≤ cλ−n−
n
p′

(∫
Rn

∣∣∣γ(2−jλt)ρ(t)f̂(t)
∣∣∣p′dt) 1

p′

on pose
1

p′
=

1

r
+

1

u

Par Hlder ≤ cλ−
n
p

(∫
Rn

∣∣γ(2−jλt)
∣∣udt) 1

u
(∫

Rn

∣∣∣ρ(t)f̂(t)
∣∣∣rdt) 1

r

≤ cλ−
n
p

(∫
Rn

∣∣γ(2−jλt)
∣∣udt) 1

u
(∫

Rn
|ρ(t)|r|f̂(t)|rdt

) 1
r

on a |ρ(t)| ≤ ‖ρ(t)‖∞

≤ c′λ−
n
p

(∫
Rn

∣∣γ(2−jλt)
∣∣udt) 1

u

.
∥∥∥f̂∥∥∥

r

on pose 2−jλt = x =⇒ dt = 2jnλ−ndx

≤ c′λ
n
r
−n 2jn

1
u ‖γ‖u .

∥∥∥f̂∥∥∥
r

≤ c′′λ
n
r
−n 2jn(

1
p′−

1
r
).
∥∥∥f̂∥∥∥

r

par hypothèse sur r on a 2n(
1
p′−

1
r
) > 1, d’où

‖hλ(S0f)‖B0
p,q
≤ c

(
N+2∑
j=0

‖Qj(hλS0f)‖qp

) 1
q

≤ c1λ
n
r
−n

(
N+2∑
j=0

2jqn(
1
p′−

1
r
)

) 1
q∥∥∥f̂∥∥∥

r
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≤ c2λ
−n
p

∥∥∥f̂∥∥∥
r
.

Alors ‖hλf‖B0
p,q
≤ ‖hλ(S0f)‖B0

p,q
+

∥∥∥∥∥hλ(∑
j≥1

Qjf)

∥∥∥∥∥
B0
p,q

≤ c′λ−
n
p

∥∥∥f̂∥∥∥
r

+ c′′λ−
n
p ‖f‖B0

p,q

≤ cλ−
n
p (‖f‖B0

p,q
+
∥∥∥f̂∥∥∥

r
).

Proposition 2.3. Soient 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et s > 0. Alors

hλ est un opérateur borné sur F s
p,q , et

‖hλf‖F sp,q ≤ cλ−
n
p (sup(λ.1))s ‖f‖F sp,q .

Peuve

D’aprés la preuve de la proposition 2.1 ,on a.

a) Le cas λ > 1.

‖hλf‖F sp,q =

∥∥∥∥∥∑
j≥1

hλ(Qjf)

∥∥∥∥∥
F sp,q

=

∥∥∥∥∥∥
(∑
k≥0

2skq

∣∣∣∣∣∑
j≥1

Qk(hλQjf)

∣∣∣∣∣
q) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∑
j≥1

Q0(hλQjf)

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥∥
(∑
k≥1

2skq

∣∣∣∣∣∑
j≥1

Qk (hλQjf)

∣∣∣∣∣
q) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

= I1 + I2.

Estimation de I1 :

I1 =

∥∥∥∥∥∑
j≥1

Q0 (hλQjf)

∥∥∥∥∥
p

≤ ‖Q0 (hλQ1f)‖p +

∥∥∥∥∥∑
j≥2

Q0 (hλQjf)

∥∥∥∥∥
p︸ ︷︷ ︸

=0

par Young ≤ ‖hλQ1f‖p
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≤ c1λ
−n
p ‖Q1f‖p

≤ c1λ
s−n

p ‖Q1f‖p car λ > 1 et s > 0

≤ c2λ
s−n

p

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

2sjq |Qjf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ cλs−
n
p ‖f‖F sp,q .

Estimation de I2 :

I2 =

∥∥∥∥∥∥
(∑
k≥1

2skq

∣∣∣∣∣∑
j≥1

Qk (hλQjf)

∣∣∣∣∣
q) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
m≥1

2qs(N+m) |hλQmf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
m≥1

2qs(N+m) |Qmf(λ.)|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c1λ
s−n

p

∥∥∥∥∥∥
(∑
m≥1

2qsm |Qmf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

car 2qsN ≤ λsq donc

I2 ≤ c2λ
s−n

p ‖f‖F sp,q .

Finalement, on trouve que ‖hλf‖F sp,q ≤ cλs−
n
p ‖f‖F sp,q

Maintenant, on estimés la norme de hλ(Q0f)

‖hλQ0f‖F sp,q ≤ c

∥∥∥∥∥∥
(
N+2∑
j=0

2sjq |Qj (hλQ0f)|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c
′

∥∥∥∥∥∥
(
N+2∑
j=0

2sjq |hλQ0f |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c1 ‖hλ(Q0f)‖p

≤ c2λ
−n
p ‖Q0f‖p

≤ c3λ
s−n

p ‖Q0f‖p

≤ cλs−
n
p ‖f‖F sp,q
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b) Le cas λ < 1. De même façon de la proposition 2.1 on trouve

∥∥∥∥∥ ∑
j≥−N

hλ (Qjf)

∥∥∥∥∥
F sp,q

≤ cλs−
n
p ‖f‖F sp,q

et

∥∥∥∥∥ ∑
j<−N

hλ (Qjf)

∥∥∥∥∥
F sp,q

≤ cλ−
n
p ‖f‖F sp,q

fin on fin, nous avons

‖hλf‖F sp,q ≤ cλ−
n
p (sup(λ, 1))s ‖f‖F sp,q

Proposition 2.4. Soient 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et s > 0. Alors

hλ est un opérateur borné sur F 0
p,q , et

‖hλf‖F 0
p,q
≤ cλ−

n
p ‖f‖F sp,q .

Peuve

D’aprés la preuve de la proposition 2.3 ,on trouve .

a) Le cas λ > 1.

‖hλf‖F 0
p,q

=

∥∥∥∥∥∑
j≥1

hλ(Qjf)

∥∥∥∥∥
F 0
p,q

=

∥∥∥∥∥∥
(∑
k≥0

∣∣∣∣∣∑
j≥1

Qk(hλQjf)

∣∣∣∣∣
q) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∑
j≥1

Q0(hλQjf)

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥∥
(∑
k≥1

∣∣∣∣∣∑
j≥1

Qk (hλQjf)

∣∣∣∣∣
q) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

= I1 + I2.
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Estimation de I1 :

I1 =

∥∥∥∥∥∑
j≥1

Q0 (hλQjf)

∥∥∥∥∥
p

≤ ‖Q0 (hλQ1f)‖p +

∥∥∥∥∥∑
j≥2

Q0 (hλQjf)

∥∥∥∥∥
p︸ ︷︷ ︸

=0

par young ≤ ‖hλQ1f‖p

≤ c1λ
−n
p ‖Q1f‖p

≤ c2λ
−n
p

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

|Qjf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ cλ−
n
p ‖f‖F 0

p,q
.

Estimation de I2 :

I2 =

∥∥∥∥∥∥
(∑
k≥1

∣∣∣∣∣∑
j≥1

Qk (hλQjf)

∣∣∣∣∣
q) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c1

∥∥∥∥∥∥
(∑
m≥1

|hλQmf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c1

∥∥∥∥∥∥
(∑
m≥1

|Qmf(λ.)|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c2λ
−n
p

∥∥∥∥∥∥
(∑
m≥1

|Qmf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

donc

I2 ≤ cλ−
n
p ‖f‖F 0

p,q
.

on trouve que ‖hλf‖F 0
p,q
≤ cλ−

n
p ‖f‖F 0

p,q

On estimés la norme de hλ(Q0f)

‖hλQ0f‖F 0
p,q
≤ c

∥∥∥∥∥∥
(
N+2∑
j=0

|Qj (hλQ0f)|q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c
′

∥∥∥∥∥∥
(
N+2∑
j=0

|hλQ0f |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c1 ‖hλ(Q0f)‖p

≤ c2λ
−n
p ‖Q0f‖p

≤ c3λ
−n
p ‖f‖F 0

p,q
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b) Le cas λ < 1.

∥∥∥∥∥ ∑
j≥−N

hλ (Qjf)

∥∥∥∥∥
F 0
p,q

≤ cλ−
n
p ‖f‖F 0

p,q

et

∥∥∥∥∥ ∑
j<−N

hλ (Qjf)

∥∥∥∥∥
F 0
p,q

≤ cλ−
n
p ‖f‖F 0

p,q

On fin,

‖hλf‖F 0
p,q
≤ cλ−

n
p ‖f‖F 0

p,q

Proposition 2.5. L’opérateur de dilatation hλ est borné sur F s
p,2 telle que s ≥ 0 et 1 < p < ∞ ; sa

norme est majorée par cλ−
n
p (sup(λ, 1))s,

(
F s
p,2 = Hs

p avec s ∈ R et 1 < p <∞
)
.

preuve

I)Le cas λ > 1.

‖hλf‖F sp,2 =

∥∥∥∥∥∑
j≥1

hλ(Qjf)

∥∥∥∥∥
F sp,2

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥1

22s(N+j) |hλ(Qjf)|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c1λ
s−n

p

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥1

4sj |Qjf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c2λ
s−n

p ‖f‖F sp,2 .
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Pour le terme hλ(Q0f) telle que s > 0 et 1 < p <∞

‖hλ(Q0f)‖F sp,2 ≤ c

∥∥∥∥∥∥
(
N+2∑
j=0

4sj |Qj(hλQ0f)|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c1λ
s

∥∥∥∥∥∥
(
N+2∑
j=0

|Qj (hλQ0f)|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c2λ
s‖hλ (Q0f)‖p

≤ c3λ
s−n

p ‖f‖F sp,2 .

II) Le cas λ < 1.

∥∥∥∥∥ ∑
j≥−N

hλ (Qjf)

∥∥∥∥∥
F sp,2

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥−N

4s(N+j)|hλ(Qjf)|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c1λ
s−n

p

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥−N

4sj|Qjf |2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c2λ
s−n

p ‖f‖F sp,2 .

Proposition 2.6. Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞, s ∈ R et τ ≥ 0. Alors il existe deux constantes c1, c2 > 0 telles

que

c1‖f‖Ḃs,τp,q (Rn) ≤ λ(
n
p
)−s+nτ‖hλf‖Ḃs,τp,q (Rn) ≤ c2‖f‖Ḃs,τp,q (Rn),

pour toute f ∈ Ḃs,τ
p,q (Rn) et tout λ > 0.

Preuve Voir [2]
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CHAPITRE 3

APPLICATION À LA COMPOSITION

D ans ce chapitre, nous allons étudier l’opérateur de composition défini

par Tf (g) := f ◦ g avec f : R −→ R. et donner quelques propriétés, et

estimer ‖hλ(f ◦ g)‖ d’après des résultats présidents .

Définition 3.1. (Espace de Wiener BV 1
p (R))

Pour la fonction g : R −→ R, on pose

Vp(g) := sup

(
N∑
k=1

|g(bk)− g(ak)|p
)1/p

,

pris sur toutes les ensembles finis {]ak, bk[ ; k = 1, ..., N} de les intervalles ouvert disjoint

et paire .

On dit que la fonction g est de p-variation borne si Vp(g) < +∞.

Clairement ,si on considère une suite finie avec seulement deux termes,on obtient

|g(x)− g(y)| ≤ Vp(g), pour tous x, y ∈ R, d’où g est une fonction bornée.

On note l’ensemble de (généralisé) les primitives des fonctions de p-variation borne parBV 1
p (R)

et on a la seminorme

‖f‖BV 1
p (R) := inf Vp(g),

où l’inf est pris sur toutes fonctions g telle que f son primitive
(
f(x) =

∫
g(x)dx

)
.
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Définition 3.2. ...

On définit l’opérateur de composition Tf comme suivant T (g) = f ◦ g telle que g : X −→ Y

et f : Y −→ Z

Définition 3.3. ...

On définit la classe des fonctions U1
p (R) ,l’ensemble des fonctions continues lipschitzienne f ,

telles que ces dérivées dans le sens de distributions satisfaire

Ap(f
′) :=

sup
t>0

t−1
∫
R

sup
|h|≤t
|f ′(x+ h)− f ′(x)|pdx

 1
p

< +∞,

avec la seminorme

‖f‖U1
p (R) := inf(‖g‖∞ + Ap(g)),

où l’inf est pris sur toutes les fonctions g telle que f est un primitive de g.

Définition 3.4. ...

On définit aussi l’ensemble Vp(Rn) des fonctions g : Rn −→ R telle que

‖g‖Vp(Rn) :=
n∑
j=1

(∫
Rn−1

∥∥∥gx′j∥∥∥pBV 1
p (R)

dx
′

j

) 1
p

< +∞

où gx′j(y) := g(x1, ..., xj−1, y, xj+1, ..., xn), y ∈ R, x ∈ Rn.

Théorème 3.1. ...

Soient 0 < p, q <∞ et 0 < s < 1 + (1/p). Alors il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité

‖f ◦ g‖F sp,q(Rn) ≤ c‖f‖U1
p (R)

(
‖g‖p + ‖g‖Vp(Rn)

)
(3.1)

valable pour toutes les fonctions g ∈ Lp(Rn) ∩ Vp(Rn) et tout f ∈ U1
p (R) satisfaisant f(0) = 0.

En outre ,pour tous ces f, l’opérateur Tf prend Lp(Rn) ∩ Vp(Rn) à F s
p,q(Rn).

Preuve. Voir [5]

On remplace maintenant g par g(λ.) dans (3.1), il revient alors :

‖f ◦ gλ‖F sp,q(Rn) ≤ c‖f‖U1
p (R)

(
‖gλ‖p + ‖gλ‖Vp(Rn)

)
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où ‖gλ‖p = λ−n/p‖g‖p et ‖gλ‖Vp(Rn) = ‖g‖Vp(Rn).

Alors on a

λn/p‖f ◦ gλ‖F sp,q(Rn) ≤ c‖f‖U1
p (R)

(
‖g‖p + λn/p‖g‖Vp(Rn)

)
ce qui donne :

lim
λ→0
λ>0

λn/p‖f ◦ gλ‖F sp,q(Rn) ≤ c‖f‖U1
p (R) ‖g‖p .

Proposition 3.1. ...

∀λ > 0, ∀ f et g comme dans le théorème (3.1), alors

lim
λ→0

λn/p‖f ◦ hλg‖F sp,q(Rn) ≤ c‖f‖U1
p (R)‖g‖p . (3.2)

Comme F s
p,q(Rn) = Lp(Rn) ∩ Ḟ s

p,q(Rn), donc dans (3.2) on a

lim
λ→0

λn/p
(
‖f ◦ gλ‖p + ‖f ◦ gλ‖Ḟ sp,q(Rn)

)
≤ c‖f‖U1

p (R)‖g‖p .

Où : ‖f ◦ gλ‖Ḟ sp,q = cλs−(n/p)‖f ◦ g‖Ḟ sp,q
et ‖f ◦ gλ‖p = λ−n/p‖f ◦ g‖p.

Donc

lim
λ→0

(
‖f ◦ g‖p + cλs‖f ◦ g‖Ḟ sp,q

)
≤ c‖f‖U1

p
‖g‖p .

Corollaire 3.1. ...

∀f ∈ U1
p (R), ∀g ∈ Lp ∩ Vp(Rn), on a

‖f ◦ g‖p ≤ c‖f‖U1
p (R)‖g‖p .

Définition 3.5. ...

Soient s ∈ R, 1 ≤ p < ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞. l’espace de Triebel-Lizorkin homogènes Ḟ s
p,q(Rn) est

l’ensemble de distributions modulo les polynôme f telle que

‖f‖Ḟ sp,q(Rn) :=

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

2sjq|Qjf |q
)1/p

∥∥∥∥∥∥
p

< +∞.
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Lemme 3.1. ...

On a ‖f‖F sp,q(Rn) := ‖f‖p + ‖f‖Ḟ sp,q(Rn).

Alors ‖f ◦ g(λ.)‖F sp,q(Rn) := ‖f ◦ g(λ.)‖p + ‖f ◦ g(λ.)‖Ḟ sp,q(Rn)

≤ λ−n/p‖f ◦ g‖p + cλs−(n/p)‖f ◦ g‖Ḟ sp,q(Rn)

si s-(n/p) < 0 et λ −→ +∞ on a

‖f ◦ g(λ.)‖F sp,q(Rn) = 0

Définition 3.6. ...

On définit l’espace de toutes les fonctions dans L∞(R)∩Ḃs
p,q(R), qui est noté par Bsp,q(R) et défini

par

‖f‖Bsp,q(R) := ‖f‖∞ + ‖f‖Ḃsp,q(R) < +∞.

Corollaire 3.2. ...

Soient 1 < p < +∞, p ≤ q ≤ +∞ et s > 1 + (1/p).

Il existe une constante c telle que l’inégalité

‖f ◦ g‖Bsp,q(R) ≤ c‖f ′‖Bs−1
p,q (R)

(
‖g‖Bsp,q(R) + ‖g‖s−(1/p)Bsp,q(R)

)
valable pour toute fonction f : R→ R telle que f ′ ∈ Bs−1p,q (R) et f(0) = 0 et toute g ∈ Bs

p,q(R).

Corollaire 3.3. ...

Soient s, p, q des nombres comme dans corollaire 3.1.

ãsi λ > 1

‖f ◦ g(λ.)‖Bsp,q(R) ≤ c‖f ′‖Bs−1
p,q (R)

(
cλs−(n/p)‖g‖Bsp,q(R) + cλ(s−(1/p))

2 ‖g‖s−(1/p)Bsp,q(R)

)
ãsi λ < 1

‖f ◦ g(λ.)‖Bsp,q(R) ≤ c‖f ′‖Bs−1
p,q (R)

(
cλ−(n/p)‖g‖Bsp,q(R) + cλ(−s/p)+(1/p2) ‖g‖s−(1/p)Bsp,q(R)

)
.

Corollaire 3.4. Soient 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞, et s > 1 + (1/p).

Alors il existe une constante C telle que l’inégalité

‖f ◦ g‖F sp,q(R) ≤ C‖f‖F sp,q(R)
(
‖g‖F sp,q(R) + ‖g‖s−(1/p)F sp,q(R)

)
(3.3)

valable pour toutes fonctions f ∈ F s
p,q(R), f(0) = 0, et toutes fonctions g ∈ F s

p,q(R).
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D’après l’équation (3.3) on trouve

ãsi λ > 1

‖f ◦ g(λ.)‖F sp,q(R) ≤ c‖f‖F sp,q(R)
(
λs−

1
p‖g‖F sp,q(R) + λ(s−

1
p
)
2

‖g‖s−(1/p)F sp,q(R)

)
ãsi λ < 1

‖f ◦ g(λ.)‖F sp,q(R) ≤ c‖f‖F sp,q(R)
(
λ−

1
p‖g‖F sp,q(R) + λ(−

1
p
)(s− 1

p
) ‖g‖s−(1/p)F sp,q(R)

)
.

Selon corollaire (3.4), il existe une classe substantielle de fonctions non linéaire f , pour les-

quelles il existe une constante c = c(f) telle que

‖f ◦ g‖F sp,q(R) ≤ c
(
‖g‖F sp,q(R) + ‖g‖s−(1/p)F sp,q(R)

)
, ∀g ∈ F s

p,q(R). (3.4)

On peut d’abord observer que (3.4) peut être décomposé en deux parties, en raison de la condi-

tion s− (1/p) > 1 :

‖f ◦ g‖F sp,q(R) ≤ 2‖g‖F sp,q(R) si ‖g‖F sp,q(R) ≤ 1

‖f ◦ g‖F sp,q(R) ≤ 2 ‖g‖s−(1/p)F sp,q(R)
si ‖g‖F sp,q(R) ≥ 1.

Alors

‖f ◦ g(λ.)‖F sp,q(R) ≤ cλ
1
p (sup(λ, 1))s‖g‖F sp,q(R) si ‖g‖F sp,q(R) ≤ 1

‖f ◦ g(λ.)‖F sp,q(R) ≤ cλ
sp−1

p2 (sup(λ, 1))s
2−(s/p) ‖g‖s−(1/p)F sp,q(R)

si ‖g‖F sp,q(R) ≥ 1.
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Conclusion

Comme les espaces de Besov, Lizorkin-Triebel et de type de Besov coïncident avec d’autres

espaces fonctionnels, à titre d’exemples :

ã Bs
2,2(Rn) = Hs

2(Rn).

ã Bs
∞,∞(Rn) = Cs(Rn), s > 0 et s /∈ N.

ã F 0
p,2 = Lp(Rn) si 1 < p <∞.

ã Fm
p,2 = Wm

p (Rn) si 1 < p <∞,m ∈ N∗.

ã Ḃs,0
p,q(Rn) = Ḃs

p,q(Rn).

ã Ḃs,τ
p,q (Rn) = P∞(Rn), si τ < 0.

Alors, les résultats de ce travail sont valables si on remplace Bs
p,q, F

s
p,q, Ḃ

s,τ
p,q par l’un de ces

espaces, donc ce travail couvre plusieurs espaces fonctionnels.
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S oit l’application hλf := f(λ−1(.)), où λ > 0 et f une fonction d’un espace de Banach E de Rn

à valeurs dans C. Il s’agit d’estimer la norme de l’opérateur de dilatation hλ considéré comme

un endomorphisme de l’espace de Besov Bs
p,q(Rn), de Lizorkin-Triebel F sp,q(Rn) ou de type de Besov

Bs,τ
p,q (Rn).

Mots-Clés : Dilatation, Espace de Besov, Espace de Lizorkin-Triebel, Composition.

L et the application hλf := f(λ−1(.)), where λ > 0 and f a function of Banach space E of Rn

with values in C. it is about estimating the norm of the dilation operator hλ considered as an

endomorphism of Besov space Bs
p,q(Rn), de Lizorkin-Triebel F sp,q(Rn) or Besov-type Bs,τ

p,q (Rn).

Keywords : Dilation, Besov space, Triebel-Lizorkin space, Composition .
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